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SUR LES 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE, 


Par M. Pau PAINLEVÉ ('), 


CHARGÉ DE COURS A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE LILLE. 


INTRODUCTION. 


Les théorèmes bien connus de MM. Briot et Bouquet permettent 
d'étudier, dans le voisinage d’un point x,, les intégrales d’une équa- 
tion différentielle du premier ordre 


Y'= f(x, y), 

qui deviennent égales à y, pour æ =2x,. Si f(a, y) est holomorphe 
dans le voisinage de æ,, yo, il existe une seule intégrale satisfaisant à 
la condition y(a,) = Yo, et on sait la développer en série de Taylor. 
Quand les valeurs (x,,y,) forment un couple de valeurs singulières 
de f(x, y), on sait encore discuter, dans le voisinage de x», la forme 
des intégrales, qui peuvent être alors en nombre infini. MM. E. Picard 
et H. Poincaré ont même indiqué des développements en séries de ces 
intégrales dans le voisinage de x,. 


(1) Mémoire couronné par l’Académie des Sciences (grand prix des Sciences mathéma- 
tiques, 1890). 
Ann. de l'Éc. Norm, 3° Série. Tome VIII. — Janvier 1891. 2 
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Mais qu’arrive-t-il lorsqu'on fait varier x d’une façon quelconque 
dans le plan des æ et qu’on suit les variations correspondantes d une 
intégrale particulière y? La fonction y est-elle indéterminée en cer- 
tains points a, ? acquiert-elle un nombre limité ou illimité de valeurs ? 
C’est là une question à laquelle ne répondent pas les théoremes que 


nous venons de rappeler. 
. . « ans 7 à, 
Dans le cas particulier où æ ne figure pas explicitement dans l’équa 


tion 
F(y,7)=0, 


supposée algébrique en y, y’, MM. Briot et Bouquet ont résolu le pro- 
blème suivant : 


Reconnaître si l'intégrale générale de l'équation est une fonction de x 
qui n'admet dans le plan qu'un nombre donné n de determinations. 


Ce problème, devenu classique, a été le point de départ d’un tres 


grand nombre de travaux. 
Mais, quand x figure explicitement dans l'équation 


(1) E hy tS: Gey] = 6, 


algébrique en y, y’, la question analogue apparait comme beaucoup 
plus compliquée, et elle était demeurée intacte jusque dans ces der- 
nieres années. 

C'est M. Fuchs (') qui, le premier, a cherché les conditions pour 
que l’intégrale d’une équation (1) soit uniforme. Il s’est même placé a 
un point de vue plus général que je vais indiquer. 

Quand on considère les intégrales d’une équation différentielle 
d'ordre quelconque, parmi les points critiques æ; de ces intégrales 
(j'entends les points où plusieurs valeurs de y se permutent), il en 
est qui varient avec les constantes d'intégration et que j'appelle poines 
critiques mobiles ; d’autres, au contraire, qui restent fixes. Ces deux es- 
pèces de points jouent un rôle très différent, comme la suite de ce Mé- 
moire le montrera. 

M. Fuchs a indiqué les conditions nécessaires et suffisantes pour 
que l'intégrale de (1) n’ait que des points critiques fixes æ;. Ces con- 
TRE Sate TR EN IES OE 2 © 


(1) Fucus, Sitzungsberichte der Academie der W issenschaften su Berlin, juin 1884. 
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ditions une fois remplies, si l’on veut que l'intégrale générale soit uni- 
forme, il reste à exprimer que ces points æ;, qui sont connus, ne sont 
pas des points critiques des intégrales. 

M. H. Poincaré (‘), reprenant la question, est arrivé à ces conclu- 
sions inattendues : 


Quand les points critiques de l'équation (1) sont fixes, cette équation 
suntègre algébriquement, ou par une quadrature, ou se raméne à une 
équation de Riccatt. 


Les trois cas se distinguent de la manière suivante. Donnons à x 
une valeur quelconque dans l’équation (r). Cette équation, algébrique 
et irréductible en y, y’, 

Fly, y',(æ)]— 0, 


a un certain genre p qui ne varie pas avec x. C’est ce nombre p que 


nous appelons, par définition, genre de l’équation différentielle. Si p est 
plus grand que 1, les équations de M. Fuchs s’intègrent algébrique- 
ment; si p=1, elles s’intègrent par quadrature; si p est nul, elles se 
ramenent à une équation de Riccati. 

La raison de ce fait est qu'il existe alors, entre les valeurs (+, y’) et 
(Yo. Y9) de l'intégrale et de sa dérivée aux points x et x, une corres- 
pondance birationnelle qui transforme l’une dans Vautre des deux 
courbes algébriques 


Fly, 75 (2)J=0, Pye, Yo. (2) | =@ 


Plus récemment, M. Picard (?) s’est servi d’un théorème analogue 
pour intégrer des classes très étendues d'équations d'ordre supé- 
rieur. 

Je me propose de généraliser dans ce travail, à la fois la question 
résolue par M. Poincaré et la méthode qui l’a conduit à cette solu- 
tion. 

Joignons dans le plan des x par des coupures L tous les points cri- 
tiques fixes x; des intégrales de (1), en choisissant ces coupures de 


(1) H. Poincaré, Sur un théorème de M. Fuchs (Acta mathematica, t. VIT). 
(2) E. Prcarp, Théorie des fonctions algébriques de deux variables (Journal de Mathé- 


matiques, 1889). 


12. TR P. PAINLEVÉ. 
telle façon que le point æ, assujetti à ne pas les franchir, puisse 
atteindre un point quelconque du plan, mais ne décrive jamais un 
‘contour fermé autour d’un ou plusieurs points æ;. boos 

Soit alors y, la valeur en 2 d’une intégrale particulière y(a); fai- 
sons varier æ (sans franchir les coupures L) et suivons les variations 
correspondantes de y, en partant de a, avec la valeur y, de y. 


Il peut arriver, dans ces conditions, que y acquière un nombre 


limité ou illimité de valeurs en un même point æ. Si c’est le premier 
cas qui se trouve réalisé (quel que soit y,), nous convenons de dire 
que l'intégrale générale de (1) ne prend que n valeurs autour des points 
critiques mobiles. 

Deux problèmes se posent maintenant d'eux-mêmes : 


1° Étudier les propriétés de l'intégrale de (1) quand elle est supposée 


de cette nature; 


2° Reconnaître si l'intégrale d'une équation donnée (1) ne prend qu un 
nombre limité de valeurs autour des points critiques mobiles. 


Ce sont ces deux problèmes dont nous nous occupons ici. Il est in- 
dispensable, pour les traiter, de s'appuyer sur certaines propriétés 
caractéristiques des équations du premier ordre, qui demandent à être 
démontrées rigoureusement. Ces propriétés se résument ainsi : 


I. Une intégrale y(a) d'une équation (1) ne saurait devenir indéter- 
minée qu'en certains points particuliers £; du plan des x, faciles à déter- 
miner sur l'équation différentielle. 

L 


. ct . " . 2 : . . 
II. Ces points &; mis à part, une intégrale qui ne prend dans le voisi- 
nage de la ligne À (d'un côté de cette ligne) que n valeurs ne peut 
admettre cette ligne À pour ligne singulière. 


NT. Quand l'intégrale générale d’une équation (1) ne prend que n va- 
leurs autour des points critiques mobiles, il existe entre y(æ) et y, ( Lo) 
une relation algébrique 


Dr or) () te 0% 


Cette relation est de degré mn par rapport à y et à y, respectivement, st 
m désigne le degré en y' de l'équation Crys 


Ces propositions restent vraies quand on admet seulement que y’ est 


. 
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une fonction analytique de y à m déterminations, y —/(æ, y), qui, 
pour toute valeur de x, n’admet pas dans le plan des y de ligne singu- 
lière. La proposition III nous montre alors que, si l'intégrale de l’équa- 
tion est de l’espèce étudiée, y’ est nécessairement une fonction algé- 
brique de y. Nous nous bornerons donc à considérer dans ce Mémoire 
des équations de la forme 


HIT, (x)1=0, 


algébriques et irréductibles en y, y’, dont les coefficients dépendent 
de x d’une façon quelconque. 

Le théorème III, qui est fondamental, est évident quand on suppose 
que l'intégrale y est une fonction algébrique de x; si, en effet, l’inté- 
grale de (1) se laisse définir par une relation algébrique 


Gb 2)=0, 


d'un certain degré en y et x, en exprimant qu'il en est ainsi, on forme 
un certain nombre de relations algébriques entre les coefficients de G. 
Ces coefficients dépendent donc algébriquement d’un d’entre eux, par 
suite de y,. Cette remarque s'applique aussi bien aux équations diffé- 
rentielles d’ordre supérieur. 

Mais, ce cas particulier excepté, les propriétés que nous venons 
d’énumérer exigent une démonstration, en dépit de leur apparente 
évidence qui les a fait parfois étendre aux équations d’ordre supérieur 
pour lesquelles elles ne subsistent à aucun titre. L'intégrale générale 
des équations du second ordre ou du troisième ordre les plus simples, 
quand elle est uniforme ou a » valeurs, peut présenter des points sin- 
guliers essentiels ou des lignes singulières, variables avec la constante 
d'intégration, et qu’aucune particularité de l’équation différentielle ne 
met en évidence. Cette intégrale n’est pas nécessairement une fonction 
algébrique des constantes y,, y,, Yj» ---3 Ces constantes y peuvent 
figurer d’une façon transcendante ('). 

Une fois admises pour les équations du premier ordre 


(1) Ely',7, (æ)]= 0 


(1) Voir à ce sujet le Mémoire déjà cité de M. E. Picard. 


ces propositions générales, ali est : 
dan intéressantes. Tout sono 


les R désignant des fonctions rationnelles de yo, Ys qui ae ag re f 
de x d’une façon quelconque. Il est clair qu’on a aussi 


(3) +R J' (2), (Lo) Vo +--+ Roly, y's (©), (Xo) = 0, 


et ceci nous montre que l'intégrale de (1) se laisse définir par l’équa- 


tion 7 
Rly, 7 (x), (to)] = Ril Yo Yo» (To), (x, )J= Ci, 


c’est-à-dire par une équation telle que — "+ 
(4) plr,y',(æ)]= const.— y, 


e désignant une fonction rationnelle de y, y’, et y’ la fonction de (y, x) 
que détermine l’équation (1). 

Plus généralement, l'intégrale vérifie une infinité de relations de la 
forme 


(5) . ; River ; »(#)] = A(z, C), 
où A est une fonction de æ dont les points critiques sont pendant 
de la constante C. Nous donnons aux constantes y le nom de constantes 


intégrales, aux fonctions A le nom de fonctions intégrales. Deux con- 
stantes intégrales y, y, sont liées par une relation algébrique 


ey V1 sO 


i . . , o>) DE bd . 
Deux fonctions intégrales A, A, sont liées par une relation 
: 


H[A, A;,(x)] = 0, : + 


algébrique en A, A,. Nous montrons qu'on peut toujours choisir deux 
fonctions (ou, si l’on veut, deux constantes) intégrales 


r—a, LEA" PE 
liées par l'équation 
k[r, ri, (æ)] = 0, 


4% 
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de telle façon que toute autre fonction intégrale R=A s’exprime 
rationnellement à l’aide de 7, r,, 
R= 9[7, rm (2) h A=9[4, a, (x)]. 

Cette relation À = 0, dont les modules sont indépendants de æ, n’est 
déterminée qu’à une transformation birationnelle près; nous l’appe- 
lons relation entre les fonctions (ou constantes) intégrales. 

Par exemple, il suffit de prendre pour r et r, les deux constantes 
intégrales 

P= (To) Roly, 7’, (2), (20) ] +... + An=1 (20) Bas LY, y’, (2), (mo)] 

et 


mer 
> Yale) Te Dos 975 Ce Ce + A Ruy, y, (@), (adh 


d 
ne, ae (a) — 0, 


où x, est une constante quelconque, soit zéro. 
On peut aussi bien prendre pour r et r, les deux fonctions inté- 


grales 


do 
dx, 


liées par la relation 


rly y, (e@=r(2,€),  r'ly,7',(æ)]=r"(x, C), 


définies par les égalités 
p= 2 (x) Ril Yo; Jo (Lo); (æ)], foc Le | ary ur (2), (x)], 


ro T — 253 À; (2)Ÿ D Lys For (To), (2) + PR [Yo Yo» (To), (æ)], 


r OD hee (xz)]5 


la fonction r°(æ), ou la fonction r (quand on y remplace y par une 
intégrale de (1), vérifie l'équation 


d. 
h ke (x)| =o ou h E =, (2)| = 0, 


équation différentielle en r dont les points critiques sont fixes. (Dans 
ces égalités, les À; sont des fonctions de +, ou de x qu’on laisse quel- 


conques.) 


L 


hans 


‘ fee 


py PANNE. 


: | ; 7 + pail 
a bot B ; ae ce qui précede résulte encore ce théorème. : el 
oS | l'équation (1) vérifie une relation | | 
; (oye GIy (2) =0 ASF: a 


de degré m en y : dans cette égalité, y désigne une constante ou, ee 


l'on veut, une fonction de x et d’une constante dont les points cri- 
tiques sont fixes dans le plan des a. bas. - an 
À Quand le genre & de la relation h =o est nul, les fonctions et con- 

Un stantes intégrales s'expriment rationnellement à l’aide d’une d’entre 


elles; il existe alors des relations 


(6) | Gly, 7 (æ)]— 0, 


TAN _ de degré m en y, et de degré x en y; y est une constante, ou, si l’on 
! . veut, une fonction de x qui satisfait à une équation de Riccati arbi- 
C4 | traire | 
FAT Y My + Ny P. 


| _ Autrement dit, l'intégrale y peut s’écrire 
he ‘ ~ 
a oe y+ Ron [G (2) +... + RoC, (w)] = 0, 
C désignant une constante, et les R; des fractions rationnelles en C de 
degré m. 
Quand w = 1, l’intégrale est 2 la forme 

(8) y+ ral, (xy) y"4.. .+ ry [C,(2)] : 

Gs CG PC) CL ORL a as -+ pol C, (æ) <0 


ari (A désignant un certain nombre), et il existe des relations 
| Gp (æ)1—0, 
de degré m en y, de degré 2 en y, où y représente une fonction de æ 
. qui vérifie la relation 


À = Ne) VE FG PP; 


dans cette dernière égalité, N(a) peut être choisi arbitrairement. Si 
l'on fait N — 0, y=C. 


Ces théorèmes sont connus depuis longtemps dans bien des cas 
particuliers. M. Fuchs, par exemple, a montré par une autre méthode 
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que l'intégrale de (1), quand elle est algébrique, peut se mettre sous 


la forme 
Play (ae, 


De même, quand la variable x ne figure pas explicitement dans (1), 
la forme de l'intégrale 


YR Vo Yo (SI + Bol yo. Yo (ZI =O 
= J"+R; (@+C)y"'+...+ R,(z + C) 

correspond au théoreme d’addition des fonctions simplement ou dou- 
blement périodiques. 

Quand l'équation a ses points critiques fixes, l'équation (2) se 
réduit à 

Y=RL Yo Jos (Lo), (æ)], 

Gra relation: ao ob-l'onefaitir.= R,.7/ = a à l'équation (1). On 
retrouve ainsi le résultat qui est le point de départ de la méthode de 


M. Poincaré, à savoir que les équations 
I aR t . 
dé Le Vo? (co), (x)], VaR V6 Pr); (2) | 


définissent une correspondance birationnelle entre les deux courbes 
Fly, ys (@)J=o% = FLY Yor (%0)] — 0. 
Dans le cas le plus général, les égalités 
YF) eye PL 7 OP) 
définissent une correspondance rationnelle entre la courbe 


Fly, y’, (z)l=0 


et la courbe 
h(y, 1) = 9; 


: A : 
que représente la relation entre les constantes intégrales. 
Remarquons de même que, si & = 0, il existe une correspondance 
birationnelle entre la courbe 
(1) Fly, y',(#)]=0 
et les courbes 


(6) Gly, y, (x)]— 0, 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome VIII, — Janvier 1891. 
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ee _ correspondance que définissent les égalités iyi 
7 =ply, y’, (æ)], 
- 1) 10G) di 
a verra]: ns Sy 
af ; | | 
ay avec la relation 
AVR ; y= My Ny +P. : 
Dans tous les autres cas, il existe entre (1) et (6) une correspon- 
_ dance rationnelle, qui est seulement birationnelle quand y est une — 
constante. | 
On voit comment les transformations rationnelles des courbes algé- 
briques s’introduisent d’elles-mémes dans l’étude qui nous occupe. 
Leurs propriétés doivent jouer dans ce qui va suivre un rôle essentiel, 
et c’est au développement de ces propriétés qu’est consacré le second — 
= Chapitre de ce Mémoire. 
Les résultats que nous obtenons peuvent se résumer ainsi : 


Soient 
, (a) HOTEL 
(8) | » F( ys 41) =0 


les équations de deux courbes de degré m et m, respectivement, et 


| Y=0(M1 41), = 
ies 3 — (1, 51) 


deux fonctions rationnelles de (y,, ,) qui permettent de passer de (x) 
à (B). | 

Si le genre p de (x) est nul, on peut toujours passer de («) à (B) par 
une infinité de substitutions (y) qui dépendent d’une fonction ration- 4 
nelle arbitraire du point analytique (y,, 3,) de (B). 

Quand p —1, on ne peut en général passer rationnellement de (a) 
a (B). Pour qu'il en soit ainsi, il faut qu'une intégrale abélienne de 
premiere espèce de la courbe (8) se ramène aux intégrales elliptiques de 
module égal au module de (x). Une telle transformation, quand elle 
existe, dépend toujours d’une constante et au moins d’un entier arbi- 
traires, mais ne dépend jamais d'un second paramètre continu. 
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Quand p est plus grand que 1, il n’ existe qu'un nombre fini de subsu- 
tutions (y) transformant ( a) en (6), et toutes ces substitutions se cal- 
Dr algébriquement. 


‘Ces théoremes se laissent démontrer par des procédés analogues à 
ceux qu’emploient MM. E. Picard et H. Poincaré dans l'étude des 
transformations birationnelles des courbes et des surfaces. Le point 
fondamental de ces raisonnements, c’est que la transformation (y) fait 
correspondre aux courbes adjointes de degré (m — 3) de (x) certaines 
des courbes adjointes de degré (m, — 3) ie ee 

Il résulte de ce simple fait que le genre p de (x) est au plus égal au 
genre p, de (8). Quand la substitution (+) est birationnelle, on sait 
que p = p,; nous montrons que la réciproque est vraie quand p est plus 
grand que 1. Ce théorème a déjà été établi par H: Weber à l’aide d’au- 
tres considérations ('). 

Plus généralement, si vu. désigne l’ordre de la transformation, c’est- 
à-dire le nombre des points de (B) qui correspondent à un point de 
(æ),ona ~ 


Enfin, si la courbe (6) est d’espece hyperelliptique, il en est de 
même de la courbe (x). 

Ces propositions supposent les deux courbes («) et (8) données. Mais 
la question qui nous intéresse surtout consiste a determiner toutes les 
courbes (a) distinctes qui correspondent rationnellement à une courbe (3) 
donnée. Y'entends par courbes distinctes deux courbes qui n’ont pas les 
mémes modules, et par suite ne se correspondent pas birationnellement. 
En nous servant de l’équation de degré (p +1) à laquelle Clebsch 
ramène toute courbe de genre p, nous montrons qu'on peut calculer 
algébriquement un type de toutes les classes de courbes (de genre p >1) 
qui se transforment rationnellement, d'aprés les formules (1) en la 
courbe (8) donnée. Ces types (ou ces classes) sont en nombre limité. Les 
courbes (x), qui correspondent à la courbe (8) donnée, ne sauraient 
dépendre de modules arbitraires. 


(1) H. Weser, Zur Transformation der algebraischen Functionen (Journal de Crelle, 
t. 76). 
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nelle d’une courbe de genre 1 revient à déterminer sv une i 
lienne de première espèce attachée à la courbe ( 8) na que dew x pr 

_ L'application de ces théorèmes à l'étude des équations di 


ps 


4 à 6 Es 
d CU LE 
PRE à : 
fe en- "4 
PAS ce 


pao tielles est immédiate. Soit > 
Be (1) Fly, 7”, (x)]=o 
SCT une équation dont l'intégrale prend 7 valeurs autour des points cri- 


tiques mobiles. ; | 
- Il existe alors, avons-nous dit, une correspondance rationnelle entre 


: la courbe (1) et une certaine courbe Q 


« » H(c, Ci) =o | . s, 


que définit la relation entre les constantes intégrales, et cette corres- 


pondance 
L ce =R[y, 7, (2)], 


bs dos Rly y'; (æ)] 


détermine l’intégrale générale de (1). > 
Nous sommes en état de décider s’il existe une telle courbe H de 
14 genre @ supérieur à 1. De la ce théorème : 


On sait reconnaitre algébriquement si l'intégrale de l'équation (1) 
a donnée ne prend qu'un nombre fini de valeurs autour des points critiques 
mobiles, la valeur correspondante de w étant supposée plus grande que 1. 
S'il en est ainsi, l'intégrale s'obtient elle-méme algébriquement. 


On doit avoir, dans ce cas, 


Vi 
Woe ; 
Mi I 


si p est le genre de l’équation (1). Ceci nous montre que, pour une 
équation (1) de degré donné en y et y’, le nombre 2 ne peut dépasser 
une certaine limite quand & est supérieur à 1. 

Traitons maintenant la même question en supposant © — 1. 


Il existe alors une intégrale abélienne de première espèce de la 
courbe (1) 


‘ah I I 
Is 9 (a= Date) [ON gy, 


DSi 
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qui satisfait, si y(æ) est une intégrale quelconque de (1), à l'égalité 
If ye) | = h(a) a C 
(C est une constante), ou encore à l’égalité 


ay 
—=k(2). 
7 kM) 
Si l’on exprime que cette dernière relation est équivalente à l’équa- 
tion (1), on forme un certain nombre de relations linéaires et homo- 


x dh; . . 
gènes par rapport aux À;, + Quand ces relations sont compatibles, 


tous les À; sont donnés le plus souvent par une quadrature logarith- 
mique. Il peut arriver toutefois que leur détermination dépende d’une 
équation différentielle linéaire et homogène d'ordre p—1 au plus. Les À, 
une fois calculés, l'équation s'intègre par une quadrature 


J= [ K(æx)dæ + C. 


Un cas important, où les À; se déterminent algébriquement, est celui 
où les modules de l'équation (1) ne dépendent pas de x. 

Ajoutons que, les conditions précédentes se trouvant réalisées, l’in- 
tégrale de (1) n’est pas nécessairement de la forme voulue. Il faut, de 
plus, que l’une des intégrales J ainsi trouvées n'ait que deux pé- 
riodes. Quand & = 1, le nombre zn peut dépasser toute limite, pour un 
degré donné de l’équation (1) en y, y”. 

Le nombre & ne saurait être supérieur à p. Il convient de remarquer 
que, &p = © (p>1), l'intégrale a ses points critiques fixes, car la cor- 


respondance entre F et H est birationnelle. Ce théorème subsiste pour 
— I. 4 "4 
Seul le cas où & est nul échappe complètement à la méthode. Elle 
ne saurait donc rien nous apprendre sur les équations (1) résolues 
par rapport à y’ ou de genre o. Mais, quel que soit le nombre &, nous 


pouvons résoudre la question suivante : 


Déterminer si l'intégrale générale de l'équation (1) est une fonction 
qui ne prend dans le plan des x qu'un nombre donné n de valeurs autour 


des points critiques mobiles. 


Ago | TR CAR 
Nous montrons d’abord qu'on sait trouver une limite 


» 


du degré auquel figure y, dans la fonction — 


fst (2) Etta ane (Xo), x | reel . ee as te oa 
ax) Ril %o Yo (2), (@)] +... + ani (2) Ral Yo Yor (0), sa 


a0 
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- 
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supposée entiere et de degré (m—1) en y,. Pour cela, nous identi- 


fions le premier membre de l’équation  : F4 


PLY, Jo (x)]=0 is he 


L 


de degré mn en y et en y, respectivement avec le produit 


4(51) 4 (22). : -X (3m); 
en posant 


Min 


x) =D Ril yo 25 (2) 
it | 
3; désigne l’une des m valeurs de y, pour y,, &,. Une fois N calculé, 


à HA Me ‘ dr . 
on connaît une limite supérieure du degré en R,, 7, > des relations 


Wel Rit, (a )) == 0; 
‘se h ea (2) |=0. 


Exprimons que les fonctions R;, r, déterminées par les équa- 
tions (A), n’ont que des points critiques fixes et définissent l’intégrale 
de (1) quand on les porte dans l'équation & 


(2) = Oo. 


Le système de conditions ainsi formé, entre les coefficients des h, vi, 


est ou incompatible ou déterminée; car sin est le nombre des valeurs de 
y qui se permutent effectivement autour des points critiques mobiles, 
il ne saurait exister deux systèmes distincts de relations (A). 

Une fois les relations A calculées (par des opérations purement 
algébriques), l'intégration de (1) est ramenée à celle de 


Arr (es i=o. 


Quant aux R,, ils s’expriment rationnellement à l’aide de r et de 7’. Si 
nous appliquons à l’équation 4 =o, dont les points critiques sont 
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fixes, les résultats obtenus par M. Poincaré, nous voyons que l'équa- 
lion donnée s'intègre algébriquement quand & est supérieur à 1; elle s'in- 
tègre par une quadrature si & = 1; enfin elle se ramène à une équation 
de Riccati, si = 0. 

La méthode précédente fournit une démonstration directe du théo- 
rème que nous avions en vue. Mais les calculs auxquels elle donne 
lieu sont en général impraticables. La marche à suivre la plus com- 
mode consiste à distinguer les trois cas 


D > I, Di, (SOF 


Le premier se traite aisément à l’aide de la théorie des transforma- 
tions rationnelles. 

Le second nous conduit a chercher si une intégrale abélienne de 
premiere espèce de (1), J, ne se ramène pas aux intégrales elliptiques 
par une transformation d'ordre n : probleme classique qu’on sait 
traiter de bien des façons. Une fois J calculé, l'intégration s’acheve par 
une quadrature. 

Pour le troisième cas enfin (& =o), on se sert de la forme (6) de 
l'intégrale 


(6) GLy, Ÿ» GENS, 
où G est de degré men y, de degré x en y, et où y vérifie l'équation 
(6’) Vas Mayes Ny =P. 


On assujettit les coefficients de (6) à trois relations choisies, de façon 
qu’une seule équation (6) corresponde à l'équation (1). Il suffit alors 
d'exprimer que les équations (6) et (6’) définissent l'intégrale de 
l'équation donnée, pour former un système de conditions qui est ou 
incompatible ou déterminé. S’il est déterminé, l'équation (1) se trouve 
ramenée par des opérations purement algébriques à une équation de 
Riccati. 

Quand le genre p de (1) n’est pas nul, on peut abréger les calculs en 
tenant compte de ce fait que les courbes (6) et (1) se correspondent 
birationnellement. Quand p = 0, on ramène l'équation (1) à la forme 


PCT ‘ 
(4) ER UNE 


AL 
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- a = quiest la plus commode pour nos recherches. Il s’agit alors de 

| ) é . Pes Pees 4 i À Au A ne Ge 
a naître si l'équation (1’) se laisse déduire d’une équation de Rice 
| ; ; 


y= My?+Ny+P, — ha 


par une transformation telle que 


: ey aay ey | pr HG 
: DER On 24. eet À . 
| a ; 22 
AE Quand la chose est possible, elle n’est possible que d’une seule ma- © 
nière, et M,N, P, ayy, «++» @i, bn, … sont déterminés par des opéra- ; 
: | tions linéaires. . | à 
+ a On simplifie considérablement ces opérations en introduisant la | 
transformation 
4 - aif hy h, LE M 
. (a) pr eres x= 9(2), 


h, h,, k, k, étant des fonctions de æ,. Cette transformation (x) est la 
plus générale, qui conserve à la fois la forme de l'équation (1’) et le 
nombre des valeurs de y qui se permutent autour des points critiques 
mobiles. 

- Nous faisons de cette transformation une étude détaillée, analogue 
à celle qu’a faite M. Appell (*) de la transformation 


y=hn+h, Hap (2). 


Nous disons, par définition, que deux équations (1’) sont de la méme 
classe, quand elles se laissent déduire l’une de l’autre par une substi- 
tution (a). Si À désigne le degré de P en y, uw le degré Q, v le plus 
grand des nombres A et + 2, nous appelons ce nombre y le degré du 
coefficient différentiel de (x'). Ce nombre v n’est pas altéré par une trans- 
formation (x), et, si l’équation (1’) est la plus générale de sa classe, 
À =v, u=v—2. Pour que deux équations (1’) soient de la même 
classe, il faut d’abord que les degrés v et v, de leurs coefficients diffé- 


eo tn. “ct le Re ie Rit aad ah dha sek ons 


16} APPELL, Invariants de quelques équations différentielles (Journal de Mathéma- 
tiques ; 1889). ; 
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rentiels soient égaux; ensuite, que les (2v — 1) coefficients des deux 
équations satisfassent à (2v — 5) relations. Ces relations expriment 
qu'il existe une fonction 2 = 5(x,) qui transforme l’un dans l’autre 
les (2v — 4) invariants J(x), J,(x,) des deux équations, ivariants 
relatifs au groupe des substitutions («). 

Pour mettre en évidence ces invariants, nous indiquons deux pro- 
cédés généraux de réduction d’une équation (1) à des formes canont- 
ques : le premier, identique à celui qu’emploie M. Appell dans le Mé- 
moire déjà cité, consiste à faire disparaitre de l'équation (1’) le plus 
grand nombre possible de termes. Il conduit, par des quadratures, à 
des invariants qui dépendent de constantes arbitraires. Le second ra- 
mène algébriquement l’équation (1) à une forme telle qu’un nombre 
fini seulement d'équations réduites appartiennent à la même classe. 
Les nouveaux invariants ainsi introduits dépendent algébriquement 
des coefficients de (r’) et de leurs dérivées. Ils ont l'avantage de ne 
pas entrainer avec eux de quadratures et de constantes parasites. Les 
propriétés d’une équation (r1’), invariantes dans la transformation (x), 
se traduisent par des relations différentielles dont l’ordre est moins 
élevé avec les seconds invariants qu'avec les premiers. 

C’est ainsi, par exemple, que l'équation 


= Va yay +a 
by + D 


se laisse ramener à une des formes canoniques 


dY 


Ne oe 3 
cx = Y°+J(X), 


équation canonique de première espèce, et 


dY RTE 
équation canonique de seconde espèce. Les fonctions J(X) et X(x) 
d’une part, K(X) et X(x) d'autre part sont des invariants. 

Il existe toutefois des équations (1') qui ne sont pas susceptibles de 
se laisser ramener aux formes canoniques de seconde espèce. Ce sont 


Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome VIII. — Janvier 1897. A 


les cet our admettent un nn continu de tr: 
Nous établissons, au sujet de ces équations, ‘ce théorème g 


Las 
A 7, 


| Soit une équation du premier ordre quelconque 


a : Fi (æ, ae h , P 
CNRS où f est une fonction analytique de (x, y). Quand une telle équation ae 
met un groupe continu de substitutions («), elle se ramène sans quadra- 


an sure à l’une des formes | 
: ' Wiss ay+ by “< 
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(Æ est un nombre constant quelconque) ou 


a: y= 9(2)R(y), 


et, par suite, elle s'intègre à l'aide de deux quadratures. Seule l'équation 
de Riccati fait exception à ce théorème. 


x 


Ces équations mises à part, les formes réduites de seconde espèce 
se prêtent, aussi bien que les premières, à mettre en évidence des cas 
d'intégration des équations (1°). Ce sont elles surtout qui nous servent 
à simplifier les calculs qu’exige le problème que nous nous sommes 
posé. Le principal avantage de ces formes canoniques réside dans 
cette remarque bien simple : quand la valeur y — o est racine mul- 
tiple de Q d'ordre a, les coefficients B,, B,, ..., B, sont nuls dans 
Don. J 
(6) "+ (An-17 + Ba-1)y"-'+.. Mr BA iis 
qui définit l'intégrale de (r’) avec la condition 

y'=My?+Ny+P. 


De meme, si Q admet une racine y infinie d'ordre 8 (c’est-à-dire si 
= y —2—6), les coefficients À,_,, A, .,..., Aj—a-1) Sont nuls. Par 
exemple, quand y =o est racine de-P =o d'ordre es — 1), léqua- 
tion (8) se réduit à 


+ Bye yt. + By+y =o. 
Si y'a deux infinis d’ordre (n —1), soit y = 0, y =o, il vient 


PER 0) 
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l’équation est de la classe de celles qui se déduisent d'une équation 
de Riccati en y par le changement de y en y”. 


Nous appliquons ces remarques en particulier aux exemples n = 2, 
n = 3. Pour nr — 2, ona 


VE ou vez: 
pour 2 = 3, ona 
vy = 0; Ds 4 ou 3. 


Nos calculs mettent en évidence ce fait remarquable qu’on peut dé- 
montrer d'une façon générale : Quand n n'est pas égal précisément à 


v . 5 CAE we D 5 
= (n ne saurait être inférieur à 2) on connait toujours au moins une so- 


lution de l'équation de Riccati en y. Le problème se résout donc à l’aide 
de deux quadratures au plus. Quand n est supérieur à y — 1, on con- 
naît toujours au moins deux solutions de la même équation. Le plus fré- 
quemment, on obtient y sans quadrature : nous apprenons d’ailleurs à 
distinguer les différents cas où l’on connaît une, deux ou trois inté- 
grales particulières distinctes. 

Ces propositions sont susceptibles d’être étendues aux équations (1) 
de genre p quelconque, & étant toujours supposé nul. L’équation (6) 
dont nous nous servons se simplifie la encore, quand y = 0 ou y = 
sont des valeurs de y rendant y’ infinie. De même, si l’équation don- 
née, de degré m en y’, n’est pas de l’espece la plus générale qui corres- 
ponde à la valeur de z (ce qui arrivera toujours pour 7 suffisamment 
grand), des intégrales particulières de (1) se mettront en évidence. 
Toutefois, les choses se présentent alors d’une façon plus compliquée, 
à cause de la double espèce des points critiques de l'équation, et je 
me borne pour le moment à ces indications sur ce sujet. 

Dans tout ce qui précède, nous n’avons rien supposé sur la nature des 
points critiques fixes. Quelles simplifications entraîne l'hypothèse que 
l'intégrale y(x) est algébrique dans tout le plan? Si l'on a reconnu que 
l’intégrale prend un nombre fini z de valeurs autour des points criti- 
ques mobiles, il faut, de plus, que l'intégrale de l'équation à points 
critiques fixes 
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ait son intégrale algébrique. Si & est supérieur à 1, il suffit que les 
coefficients de À soient algébriques en x. Quand & = 1, le problème 
revient à reconnaitre si l'intégrale d’une équation 
oe —H(r)VG—#@)U— FRB) 
dx 

est algébriqne. Quand & =o, le problème se résout algébriquement 
ou l'équation se ramène à la quadrature 

= —H(2), 
ainsi qu'il ressort des propriétés de l’équation de Riccati. 

Si l’on se donne le nombre N des déterminations de l'intégrale algé- 
brique y(æ) dans le plan, la question, quand & =o, se résout algé- 
briquement; quand & —1, elle revient encore à reconnaitre si une 
intégrale abélienne de première espèce est la transformée rationnelle 
d’une intégrale elliptique. 

En particulier, on reconnait algébriquement si l'intégrale y(æx) 
d’une équation (1), de genre p — 0, est une fonction algébrique à 
N valeurs : l'intégrale s'obtient elle-même algébriquement. 

Posons-nous maintenant la même question sans nous donner ni z 
ni N; autrement dit, cherchons à déterminer st l'intégrale d'une équa- 
lion (1) est algébrique. En nous servant de la premiere méthode d’inté- 
gration (après avoir effectué sur +, y une transformation homogra- 
phique), nous montrons qu’on reconnait algébriquement s’il en est 
ainsi, dans l'hypothèse & >1; dans l'hypothèse & — 1, on ramène 
l'équation à une équation de la forme | 


o(y) dy = (a) da 


dont Vintégrale doit étre algébrique. Mais la méthode ne fournit au- 
cun renseignement sur le cas de & = o. Par conséquent, les équations 
entières en y’, y, x 


nC yy, Di, 


et de genre o en (y’, y), lui échappent toujours. 
Nous traitons toutefois, au sujet de ces dernières équations, cer- 
taines questions particulières. Nous les ramenons d’abord à la 
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forme 
dy P(Yy;+) x). 
à x : ? 
dx (nr) = Q(y, 2) (y; x) 


où P et Q sont deux polynômes en y, x. Dans l'étude qui nous occupe 
maintenant, y et æ jouent un rôle symétrique; on peut leur faire subir 
une transformation rationnelle quelconque, par exemple une trans- 
formation de Cremona. Les points singuliers intrinsèques de l’équa- 
tion sont alors les points communs aux courbes P —o, Q =o. Cer- 
taines propriétés de ces points suffisent parfois à décider si l'intégrale 
de l'équation est ou non algébrique; mais le genre de cette intégrale 
est alors nécessairement nul. Des procédés analogues permettent, 
dans bien des cas, de calculer les intégrales algébriques de genre 
donné et, dans tous les cas, les intégrales rationnelles particulières. 
Mais le problème qui consisterait à calculer les intégrales algébriques 
sans aucune donnée a priori ne semble pas pres d’être résolu. 

La conclusion générale à laquelle nous arrivons est identique à 
celle de M. Poincaré dans son étude des équations de M. Fuchs. Les 
intégrales générales à valeurs des équations du premier ordre sont 
des transcendantes qui ne diffèrent pas de celles que définissent les 
quadratures ou les équations linéaires. C’est là une distinction essen- 
tielle entre les équations du premier ordre et celles du second. Pour 
trouver quelque analogie entre les deux espèces d'équations, il faut se 
borner à considérer les équations d'ordre supérieur dont l'intégrale y 
dépend algébriquement des constantes y,, y,, .... Encore ne peut-on 
fixer (comme dans le cas du premier ordre) une limite supérieure du 
degré auquel figurent ces constantes dans la relation 


OLY, Yo Yo Be SAN ae (2,)| =o, 


qui définit l’intégrale générale. Toutefois, la théorie des transforma- 


tions rationnelles des surfaces permet d'étendre notre première mé- 


thode d'intégration à cette classe d'équations d'ordre supérieur; les 
résultats que nous obtenons ainsi et que nous énonçons succincte- 
ment au cours de ce Mémoire, ct la méthode méme qui nous y con- 
duit, constituent une extension des travaux déja cités de M. Picard 
relatifs aux équations du second ordre. 
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1. Soit 
a bal | Fly, (2)=0 


une équation différentielle du premier ordre, algébrique et irréduc- 
. tible en y, y’, dont les coefficients A(a) dépendent de x d’une façon 
quelconque, et 1 


(2) J'= f(x, ») 


une des valeurs de y’ qui satisfont à l’équation (1). L'intégrale y(a) 
d’une telle équation possède certaines propriétés fondamentalés que 
nous allons rappeler : É \ 

Si une intégrale y(a) tend vers y, quand x tend vers 2, /(%o. Yo) 
étant holomorphe, cette intégrale est elle-méme holomorphe dans le 
voisinage de a, et développable par suite en série de Taylor dont on 
connait les coefficients. Il n’existe pas d’autre intégrale prenant au 
point x, la valeur y,, quand a tend vers, sur un chemin de longueur 
finie. 

_ Quand f(x, y) n’est pas holomorphe en +,, y,, cette fonction peut 
être, ou non, uniforme dans le voisinage de x, y4. Placons-nous 
d’abord dans le premier cas. 

Nous admettons que a, n’est pas un point singulier X; des coeffi- 
cients A de (1). 


Si la valeur de /(a,, yo) est infinie, il existe toujours une dérivée 


| (5) 
de par rapport à y d’un certain ordre, dyr Par exemple, qui ne 


s’annule pas pour (2%,7,) et le point æ est un point critique algé- 
brique de y(a) autour duquel se permutent (p +1) valeurs. 


Quand x tendant vers x,, y tend vers l'infini, on pose y = De et la 
SA 


a Ve 
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fonction y vérifie l’équation 


d 
ere |yà 1G 


I 


eh 


Sif, (x, o) est holomorphe, a, est un pôle de via); si f, (a; 0) est 
infinie, x, est un point critique algébrique de y(a). 
Ce qui précède s’étend au cas où le point x, est le point «© du plan 


de la variable complexe x. On pose alors x = —; l'intégrale y (>) 
. jue 4 Li CA 
vérifie l'équation 


I 
on = 2? (392) (arr) 


et on étudie cette équation dans le voisinage de x, = o. 
Enfin, f(x», yo) peut être indéterminée, c'est-à-dire qu’au voisinage 
de Xo, y, la fonction f se présente sous la forme 


P( 2; Yo) 


0e 


P et Q étant deux fonctions entières dex, y qui s’annulent pour x = x,, 
y = 7, Ceci ne peut avoir lieu que pour des valeurs particulières X; 
de æ et Y; de y. Le point æ = X; peut être un point transcendant sin- 
gulier de y(æ). Les travaux de MM. Briot et Bouquet, E. Picard, 
H. Poincaré permettent d'étudier y(x) dans le voisinage du point X;. 

Passons au cas où f(a, vy) n’est pas uniforme dans le voisinage de 
LT = Los Ÿ — Ÿo- 

Nous supposons encore que x, n’est pas un des points singuliers X; 
des coefficients de l’équation (1). Dans ces conditions, un nombre fini 
d’intégrales y deviennent égales à y, en a, et admettent ce point x, 
comme point critique algébrique. Il n’y a d’exception que si la 


quantité 
OF oF , 


dx dy” 
est nulle pour =a, y=, Y = f(LoYo)- En général, les trois 
relations 


F — 0, 


oo gr”. in. 


CI . ° a 
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ne sont compatibles que pour des valeurs exceptionnelles X: de 2. 
Mais au cas même où ces trois relations sont vérifiées, quel que soit x, 
quand a et y satisfont à une certaine relation 


g(æ, y) =0, 


l'équation admet une intégrale singulière, et le point æ est un point 
algébrique de y(x), sauf pour certaines valeurs particulières X; de a, 
qui satisfont à une troisième condition distincte des relations 


oF 


Free 


F = 0, 

Je renvoie pour la démonstration de ces propriétés au Mémoire de 
MM. Briot et Bouquet (Journal de l’École Polytechnique, année 1856). 

Nous voyons, en résumé, que si y tend vers y, quand x tend vers x,, 
le point x, est un point algébrique de y(x), et il n’existe qu'un 
nombre limité d’intégrales y prenant en x, la valeur yp. 

Il n’y a d'exception que si x, coincide avec certains points singu- 
liers &; (ou X,;, X;, X:) du plan des a, points qu’on peut déterminer, 
a priori, quand on connaît l'équation (1)..Ces points peuvent être des 
points singuliers transcendants de l'intégrale y(a), et une infinité 
d’intégrales y peuvent prendre la valeur y,. 

Mais, dans cette discussion, nous avons admis que, x tendant vers 
x, y tendait vers y,. Peut-il arriver que y ne tende vers aucune 
limite? Pour les valeurs singulières &; de x,, le cas se présente fré- 


quemment, comme le montrent les exemples les plus simples. Ainsi 
1 


l'intégrale générale y = Ce” de l’équation 
ayes 17 


2 


dx zx? 


admet le point + =o comme point singulier essentiel. Quand +, est 

a + r : : F , : 
un pole ¢ de y’ =f quel que soit y, on sait même que y est nécessai- 
rement indéterminée ou tend vers une des valeurs y, qui donnent à 


(a) si : : 
I (Les Yo) la forme 5" 51 donc toutes les intégrales ne prennent pas 


la même valeur pour x = &, elles admettent nécessairement ce point 
comme point singulier transcendant (point essentiel qui peut être 
aussi critique). 
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La même chose peut-elle avoir lieu pour une valeur x, quelconque 
de æ? Avant de répondre à cette question, voyons un peu ce qui sé 
passe pour les équations d’ordre supérieur 


UE aos nent) y, ba) == + 


Les propositions que nous venons d’énoncer ont leurs analogues 
dans la théorie de ces équations, et permettent d'étudier, dans le voi- 
sinage de x,, l'intégrale y(æ) qui, pour x = x,, satisfait aux condi- 
tions 

nn A OT AA JPN = y! 


Mais il est facile de former des exemples de telles équations dont 
l'intégrale y(æ) devient indéterminée pour des valeurs x, quel- 
conques. Soit l’équation 


(yy"— y' P+ yy? = 0; 


son intégrale générale est 
i 
Never, 
b et a désignant des constantes. On voit que, pour une valeur quel- 
conque « =a, une infinité d'intégrales deviennent indéterminées. 
Considérons de même la fonction modulaire 


c= AD 


Cette fonction satisfait à une équation différentielle du troisième ordre 
algébrique, formée pour la première fois par Jacobi; l’intégrale de 
cette équation est une fonction uniforme qui admet un cercle entier 
de points singuliers, et ce cercle varie avec les constantes d’intégra- 
tion. 

Le même fait se produit quand on remplace la fonction modulaire 
par une fonction fuchsienne quelconque définie seulement à l’inté- 
rieur du cercle fondamental. Bien plus, parmi les fonctions fuch- 
siennes, il en est qui admettent des lignes singulières non analy- 
tiques. Ces lignes ont une tangente en chaque point, mais n’ont pas 
de cercle osculateur. L'intégrale de l'équation du troisième ordre cor- 
respondante admet donc de telles lignes singulières, variables avec les 
constantes d'intégration. 
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Ces difficultés, mises en lumière par les travaux récents de M. Pi- 
card (*) sur les équations d'ordre supérieur, se peuvent-elles rencon- 
trer dans les équations du premier ordre? IL n’est pas évident que la 
réponse doive être négative, et il convient de le démontrer. Je renvoie 
pour cette démonstration à un Mémoire (?) Sur les lignes singulières des 
fonctions analytiques, et je me borne à énoncer les propriétés sul- 
vantes, caractéristiques des équations du premier ordre, et qui servent 
de point de départ aux méthodes d'intégration que nous exposerons 


ensuite. 


2. En premier lieu, si un point a, du plan des a est un point singu- 
lier non algébrique de l’intégrale y(æ), ce point coincide nécessaire- 
ment avec un des points particuliers £; signalés plus haut. L'intégrale 
ne saurait donc présenter de point essentiel variable.avec la constante 
d'intégration. 

Soit maintenant une aire S quelconque du plan des a ne renfermant 
aucun de ces points £,, et une aire Ÿ, de contour 6, intérieure à S. Toute 
intégrale y(æ), qui ne prend dans S qu'un nombre fini de valeurs, est 
- continuable au delà de o et ne présente dans © que des pôles ou des 
points critiques algébriques. 

Distinguons maintenant, comme nous l’avons indiqué dans l’Intro- 
duction, parmi les points critiques d’une intégrale y(æ), ceux qui 
varient et ceux qui restent fixes quand la constante d'intégration 
varie. Les points critiques de seconde espèce sont certains points E; 
particuliers (qui font partie du groupe des £;). Joignons-les, comme il 
a été dit, par des coupures, de façon qu’un point du plan des æ, qui 
se meut sans franchir ces coupures, puisse atteindre un point quel- 
conque æ, mais ne décrive jamais un circuit fermé autour d’un ou plu- 
sieurs points £!. 


(1) E. Picarp, Théorie des fonctions algébriques de deux variables (Journal de Ma- 
thématiques, 1889). 

(?) Annales de la Faculté de Toulouse (janvier 1888, p. 39, 44). Je saisis cette occa- 
sion de rectifier une erreur historique qui s'est glissée dans l’Introduction de ce Mémoire 
(p. 2). Le théorème de M. Mittag-Leffler sur la décomposition en somme d’une fonction 
ayant dans le plan une infinité de pôles a été publié par son auteur dès l’année 1877, et 
est antérieur, par conséquent, aux travaux analogues, portant sur la décomposition en 
sommes ou en produits de fonctions affectées de coupures particulières. 
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Si, dans ces conditions, l'intégrale y n’acquiert que ? valeurs, autre- 
ment dit si l'intégrale ne prend que x valeurs autour des points cri- 
tiques mobiles, elle ne saurait présenter ni lignes singulières, ni points 
essentiels (en dehors des &;). 

Quand les coefficients de l’équation (1) 


(1) > For, 5 (2)| =0 
ne sont définis que dans une portion du plan des x, le même théorème 


vaut pour cette partie du plan. 
Considérons maintenant l’intégrale générale de l’équation (1), 


F = (Yo T); 


et admettons que cette intégrale générale ne prenne que 7 valeurs 
autour des points critiques mobiles. En s’aidant des propositions pré- 
cédentes, on montre que y est une fonction analytique de y,, qui, 
pour une valeur quelconque donnée à x, ne presente dans le plan des 
y, ni ligne singulière, ni point essentiel. 

Il est facile, dès lors, de voir que y est une fonction algébrique 
de y,. Pour rendre le raisonnement plus clair, admettons d’abord que 
les coefficients A;(æ) de l’équation (1) soient des fonctions uniformes 
de æ et que l’intégrale y(x) ne prenne que z valeurs dans tout le plan 
des 2. 

Donnons à 2, une valeur quelconque, et faisons varier y,. Pour 
chaque couple (2,7), y’ est susceptible de m valeurs, si m est le 
degré de F en y’. Soit y, l’une de ces valeurs. L'intégrale y(a) qui 
satisfait aux conditions | 

F (Lo) = Jo 

ACOET 
est déterminée sans ambiguité par l'équation différentielle 
(2) = fle; #4) 


[S(% Yo) = Yo]: 

Soient, d’autre part, ÿ,, Y2:,:.., ¥, les 2 valeurs que prend en æ une 
des intégrales y. Ces 7 valeurs sont bien déterminées pour chaque 
intégrale particulière et, par suite, une fonction symétrique de ces 
niquantités, soit 3, = + Ya tee + Yas n’admet qu’une valeur pour 


un système (Yo: Y,) Re si Tongs encore, 3 | 
uniforme du hou analytique (Yo) de la courbe if 


| ne . x : Fly Yor @o)] =O | | D: 


ou encore une RIRE à m valeurs de y: RAT ee 
Cette remarque s’ applique à à toutes les fonctions symétriques, nie Fe 


tamment aux VA tes : ; 
ré, ve Be > = 2 , 6 ‘ é , : ; ‘ 
: 


Ta | Sa Fiat Via te Yn-1S a» ace Rex. 
ead, | . 53 YiYoYste. + Yn-2Yn-1Ÿn) 
etre tr eee Aarne 
x Bn= Via 3... Yne | 
Maisona BER, 7 
WN alae LW i re en 


saute: 


a Done y est une fonction de y, à mn valeurs. Inversement y, est une — 
‘fonction de y à mn valeurs. Comme d’ailleurs la fonction y(y,) ne 
présente que des points singuliers algébriques, la relation entre y et 

y, est une relation algébrique de degré mn par rapport à y et y, res- 

pectivement | has 

GLY, Yo» (2), (to)] = 0. 


Le raisonnement s’étend sans peine au cas où les A; sont des fonc- 
tions quelconques de x, et où y admet des points critiques fixes (en 
dehors des points critiques mobiles ). à 

Pour le voir, joignons encore les points =,, £; par des coupures, et 
faisons varier x dans le plan, en partant d’un point +, quelconque 
avec des valeurs déterminées, pour a, des A,, de y, et de y’. Si nous 
ne franchissons aucune coupure, les coefficients de l'équation (1) sont 
des fonctions de æ qui gardent une valeur unique; d’autre part, il 


existe une intégrale particulière y(æ) et une seule qui satisfait aux 
conditions | 


d 
¥(r)=Ju F(a) =» 
en même temps qu’à l’équation (1) 
F(y,; LA x) — 0, 


où les coefficients A; gardent cette valeur déterminée. Cette intégrale 


SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE. ag 


y(x), quand æ varie dans les conditions indiquées, ne peut prendre 
en un point æ que les n valeurs qui se permutent autour des points 
critiques mobiles y,, v2, ..., y,. Une fonction symétrique quelconque 
de ces quantités ne prend donc qu’une valeur (quand on laisse 
x constant) pour un système quelconque (y,, y,). Autrement dit, 
4—=Yi+Y2+...+yh par exemple est une fonction uniforme du 
point analytique (yo, y, ) de la courbe 


FL Yo, Yo» (Zo)] = 0. 
Ce point établi, le raisonnement s'achève comme ci-dessus. 
Nous avons supposé, dans tout ce qui précède, que la relation 


(1) FLY, yy (#)] =0 


‘ 


était algébrique en y et y’. La démonstration des propriétés énumérées 
exige seulement, comme on pourra s’en convainere en se reportant au 
Mémoire déjà cité, que y’ soit une fonction analytique de y à m bran- 
ches qui, pour une valeur quelconque de x, ne présente pas dans le 
plan des y de ligne singulière. 

Soit done une telle équation (1). Son intégrale, si elle ne prend 
autour des points critiques mobiles que 7 valeurs, doit vérifier une 
équation 


(3) G[y, Yoo (CAR (Zo)] = 0 


de degré mn en yet yo, et dont les coefficients sont des fonctions quel- 
conques de æ et de x,. Si on élimine y, entre (3) et l’équation 


dine ee 

dy) Tor =? 
le résultat est algébrique en y et y’. Nous sommes ainsi conduit à la 
conclusion suivante : 


Désignons par f|(æ), y | une fonction de y am déterminations qu ne 
présente pas de ligne singulière pour x = x, (x, étant quelconque). 
Quand l'équation 


y'= fix), 7] 


a pour intégrale générale une fonction qui re prend que n valeurs autour 
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des points critiques mobiles, f est nécessairement une fonction algebrique 
de y. 

Les seules équations que nous considérerons dans ce Mémoire seront 
donc des équations algébriques en y’ et y, où x figurera d’une façon 
quelconque. 


3. Étudions maintenant avec plus de détail la forme de l'intégrale 
générale de l'équation 


(1) Fly, y’, (æ)]= 0 


par rapport aux constantes. 

Désignons par z le nombre des valeurs de y,y,,y:, ..., y, qui se 
permutent effectivement autour des points critiques mobiles. Nous 
avons dit qu’une fonction symétrique quelconque 3 de y,, Vo. ..., Yn 
était une fonction uniforme de (y,,y,), et comme d'autre part = dé- 
pend algébriquement de y,, ona 


3 — Ryo, bee (Xo), (x)], 


R désignant une fraction rationnelle en y,, y,, dont les coefficients dé- 
pendent de a, et de x d’une façon quelconque. Il en résulte que l’inté- 
grale y peut s’écrire 

(gy LE Basle Jo: (wo), ly 

l Le R,- [yo Wes (Zo), (x)] Ste à Fm Ry [Yo Ves (Lo); (æ)] — 0. 


Les constantes yo, y, sont assujetties à la condition 
(5) Fo Yor (Co) = 0; 


x, est choisi arbitrairement, par exemple æ,—o. Inversement, 
quand l'intégrale de (1) vérifie une équation telle que (4), elle prend 
au plus z valeurs autour des points critiques mobiles. 

Quand 7 est le nombre des branches de y qui se permutent effecti- 
vement autour des points critiques mobiles, l'intégrale ne peut se 
mettre sous une forme telle que (4), où z aurait une valeur inférieure. 


De plus, il n'existe pas deux équations (4) distinctes. Autrement dit, 
soit 


(41) "+ Tnm1lG (2) +. + LC, (æ)] = 0 
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une seconde relation que vérifie l'intégrale. Dans (4°), r; désigne une 
fonction de + dont les points critiques ne dépendent pas de la con- 
stante C. Pour une intégrale quelconque y, on a 


Jia Vote . ee Rr-iL.Yos Was (Zo), (æ)] Sil [ Co, (æ)], 


et de même pour R; et 7;, c’est-à-dire qu'en faisant correspondre conve- 
nablement Ca y,, y,, R; doit coincider avec r;. 
Il résulte de 1a que si on forme, en éliminant yo, y,, les relations 


algébriques qui unissent R;,R; d’une part, R,, = autre part, le 
système d’équations ainsi obtenues est unique. 

Il est clair que ceci cesse d’être vrai quand À n’est pas le nombre 
des valeurs de y qui se permutent réellement autour des points cri- 
tiques mobiles (mais un multiple de ce nombre). 

Si nous éliminons y, entre (4) et (5), le résultant est une équation 


de degré mn en y, et y respectivement 


GLY, Yo (T); (2%) |=0. 


Cette équation ne change pas quand on remplace à la fois y et x par 
Vo et xy, Yo et x, par y et x. Elle est exactement de degré mn et irré- 
ductible si x et x, sont quelconques; autrement, l’intégrale satisferait 
à une relation 

SLY) Yo (%), (*o)J =O 
de degré y en y, et en y, v étant inférieur à ma : y doit être en tous cas 
un multiple de 2, v= m'n, et pour chaque valeur de yo, y prend mn 
valeurs distinctes. Mais l’équation irréductible (1) admet rn racines y, 
quand y, est donné, et à chaque groupe (yo, y,) correspond (si yo, 
æ, sont quelconques) une intégrale distincte à » valeurs, donc mn va- 
leurs distinctes de y correspondent à y, : m’ ne peut être inférieur à m. 

Il est clair d’ailleurs que de l'équation (4) on peut déduire une infi- 
nité d'équations de même forme, mais dont le degré en y est un mul- 
tiple de n. A de telles équations les remarques précédentes ne 
s’appliqueraient pas. ; 

Revenons à l’égalité (4) elle-même. Nous pouvons l'écrire aussi 
bien 


(6) yet Roy y's (eyo +--+ Roly y, (ve) 0: 


_C; désignant une constante, et y’ la fonction de y et x M par. 


ro 

~ Sous cette forme, on voit que, quand on remplace de lans R 

par une intégrale particulière de (1) et y’ par sa dériv 

une constante, à savoir (au signe près) la somme des produit ts t à 

valeurs en 2, de l'intégrale considérée. 
L'intégrale de (1) se laisse donc définir par l'égalité 


(7) Ri Ly, + (æ) (#0)] = Ril Yo Yo (x), (2,)] = Ci, 


Péquation : mr i 


FER | Fly; y, (y=. a 


Une telle forme de l’intégrale a été indiquée iene longtemps par 4 
M. Fuchs dans le cas où I’ piteerale de (1) est algébrique. Mais je veux © 
insister surtout sur les rapports des diverses relations (7) qui peuvent — 
représenter l’intégrale. 

ll est clair que de l'équation (7)on enpeuttirer une infinite d’ autres, 


en posant 
ad C= ER 


9 étant rationnel en R. Plus généralement 
| r=@(R,, Ra, ..., Rn) 


jouit de la méme propriété. 


Remarquons encore que l’équation (7), ayant lieu quel que BOTU Zs 
peut se différentier par rapport à a, et donne 


an, 
(8) Tm (2) (N= 5 = Ci 


Si nous posons 


r=9(Bi, Rae R Rand hs ao qa) 


ny 2 > 
dar az, 


c=9(C,, Co, .….s Uns Cy» ICE Cae 


(9) 


Pintégrale de (1) se laisse définir en égalant rac. 
Inversement, je dis que toute Ponsa r(y, Y', ©), rationnelle en 
y, y, qui, égalée à une constante c, définit l'intégrale de (1), est de 


rationnellement en fonction des constantes C,, ..., C,, C,, .. 
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la forme (9). Il me suffit de prouver que la constante ¢ s’exprime 
Au: 


ne 


En effet, admettons que, pour les valeurs C,, C,, ..., C,..., C,, les 
égalités 


R,=(C,, R,= C:, on ho Cn 
Ley dRs _ dRn pe | Fly, (x)= 0 
de, — 1 dre — 29 coy dx, n 


soient compatibles quel que soit x. Elles ne peuvent définir qu’une 
seule intégrale particulière de (1). En effet, on a d’abord 


Ya Conde cie pee Van +...+C,=0 
ce qui détermine les x valeurs de y en x,; ensuite 
MYO Yor (M+ Cr S Yo + Yo Cri +--+ Cy = 0, 


ce qui détermine la valeur de y’ en x, pour chaque valeur de x,. 

A un système de constantes C;, C; compatibles correspond donc une 
seule intégrale particulière, par suite une seule valeur de c. On en con- 
clut que rest de la forme (9). 

Nous donnons à ces fonctions ce —r[y, y',(æ)], rationnelles en y, 


_ y’, qui égalées à une constante définissent l’intégrale, le nom de con- 


stantes intégrales. Soient deux constantes intégrales 


| dal, mr) 


Go) Ce (LI 


ces deux constantes sont liées par une relation algébrique. Pour la 
former, il suffit d'éliminer y, y entre les équations (1) et (ro) : le 
résultant est indépendant de x. D'après la théorie des irrationnelles 
algébriques, on peut choisir dans le cas actuel ces deux constantes c, 
c, de façon qu’une constante intégrale quelconque s'exprime ration- 
nellement en fonction de ec, c,. 

Il suffit en effet pour cela que les C;, C; s'expriment rationnellement 
en fonction dec, c,. Les quantités C;, UC; sont liées algébriquement à 
l’une d’entre elles : ce sont, si l’on veut, les coordonnées d’une courbe 
de l’espace à 27 dimensions. Or on peut faire toujours correspondre 
birationnellement à une telle courbe une courbe de l’espace à deux 
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+ 


| ARE NNRRRS 
spe PANNE Cth Hash Be 
dimensions. Soit, par exemple 10 C; une tot constantes et rites ye 


ve s expriment toutes les ies posons HUE + rs 


hé 
LA re. 


4 


+ rh . 


= Ce pete te Cie pa! +. esi in, de ds a UE 
ae. 
is 


les A, u. désignant des nombres quelconques. A chaque : valeur de € 
correspondent # systemes distincts des C, C’, et à ces & systèmes À va 
leurs distinctes de y, si les A, ne sont pas choisis d’une façon parti- 
eulière. Il en résulte que les C, C’ s’expriment rationnellement ee 
fonction de C; et de +, liés par une certaine relation de 


H(C;, ) = 0. 


Il est donc toujours possible de choisir deux constantes intégrales 
cetc,, de façon que toutes les autres s’expriment rationnellement en 
fonction de c, c,. Ces deux constantes satisfont à une certaine équation 


| (11) | à Hé ci) 0 


que nous appelons relation entre les constantes intégrales. 
SiR[y,y’,(æ)] = C est une constante intégrale, on a 


G—=ole, co, 
eS or 77): 


Ca 


Si deux autres constantes intégrales y, y, jouissent de la même pro- 
priété, y et y, sont fonctions rationnelles de c, c,, et réciproquement. 
Il existe donc une correspondance birationnelle entre la courbe ( 1) 
et la courbe 

H'(y, ie Che 


Inversement, quand ces deux courbes ont mêmes modules, y et y, 
peuvent remplacer C et C,. 

La relation entre les constantes intégrales n’est donc définie qu'à 
une transformation birationnelle près. 

On voit qu'il existe une correspondance rationnelle 


(12) j.¢ ny Dr (æ)], 

az rl, 7, (æ)] 
entre les points €, c, de la courbe (11) et les points y, x de la 
courbe (1), et cette correspondance définit l’intégrale de Ga: 
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Nous avons appelé genre de l'équation différentielle le genre de 
l'équation (1) où on laisse æ constant. Ce genre p, comme nous le 
démontrerons dans le prochain Chapitre, est égal ou supérieur au 
genre & de l'équation 


(11) H€e\.6,) 20. 


Si la substitution (12) est birationnelle, l’équation (1) a ses points 
critiques fixes. Réciproquement, si l’équation a ses points critiques 
fixes, on a 

Y=R[Ys ee (2%), (x)], 


aR ? 
y= Tz Lo o> (to), (x)], 


avec ; 
Po UE Ye (2 )5 (ee), 


{ d 


i= oy, 7, (2), (20013 


la transformation est birationnelle, et l’on peut regarder l’équation 
FT yo, Jo (Zo)] — 05 


dont les modules ne dépendent pas de æ,, comme la relation entre les 
constantes intégrales. 

Quand z est tone. la transformation rationnelle est d’ordre x, 
c’est-à-dire que 2 points-y, y’ de la courbe (1) correspondent à un 


pointe, c, de (11). 


On voit comment la théorie des transformations rationnelles des 
courbes algébriques intervient ici. Nous consacrerons le prochain 
Chapitre à leur étude. Auparavant, il convient d'ajouter quelques 
remarques au sujet du choix des constantes C, Cy. 

51 nous posons 

Daho ER... +4» Re, 


YŸ = dy Cy Ed C+. + Gn-1C,-1, 


Ay, Ay, +++, An_, étant des fonctions quelconques de x4, je dis que nous 


pouvons prendre comme constantes €, c, les constantes y, ae 
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Nous avons, en effet, 


a: : ; r 
Ve ot =a,C,+a,C,+...+ ar 


da, CG as days 


dx Cri. 


Pour une valeur 2, nous pouvons, une fois les valeurs des a; détermi- 


da; : 
nées, nous donner encore celles des ——- Soient 


dx, 
! fhe! 
Cos. Gis. Me Bee eae ae ae ees ee 
et 
y Ul iad =| 
Co, Ci RU Cris Co, olny C(n—1),1 


deux systèmes distincts de valeurs C, C’ correspondant à une valeur de 
da; , , x 
y. Les = étant laissés quelconques, ces deux systèmes ne donnent 
0 


pas (pour 2, ) la même valeur à y’, à moins que les » différences 


Co— Cy, Ci— Ci …..s C(n—1) — C(n-1),1 


ne soient nulles. Il résulte de là que les z constantes C s'expriment 
rationnellement à l’aide de y, y’. Mais il faut, de plus, qu'il en soit de 
même pour les C;: c’est ce qui a lieu effectivement, car on a 


C:= pl}, y, (xo)] 
avec 
hly, ne (2%))]=0, = ve 


donc 
v _ aC; __ dy dp dy de 
Ci Sy res 
dx dy "ie dy’ Ox, # Ovo jam vy, ae (2o)], 


si l’on tient compte de la relation 


0h, dh dy’ oh 
Oy! Soe dae dace 


Nous pouvons donc choisir comme constantes intégrales c, c, les con- 
stantes y et y’. 
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SiC =R[y, y, (x)] est une constante intégrale, on a 
CG oly, Ve (2o)I, 
Le dp 
R=¢ E dae CD 
La relation 
h[y, ys (2 )| =) 


est une relation entre les constantes intégrales quel que soit æ,; ses 
modules sont indépendants de a). 
Il est facile d’ailleurs de s’en rendre compte ainsi; si l’on pose 


r=ao(r) Ro[ yo, Vs MO ees Ong (7) Bt | es 7 (Lo) (I 


et 
PARUS 
GET 
la relation 
hr Te ]= 6 
est l'équation différentielle qui lie r à æ, équation qui a ses points cri- 
tiques fixes et, par suite, ses modules constants. 
De plus, comme on a 
G= oly, Ve (2 )I, 
ou encore 
RiL ys y's (#), (we = 9 [ps Ge (wa) 
? Jr Y , ’ 0 ae Ps dz, 0 , 
on a aussi | 
| Ril Yo Vos (To), (x)]= or, r', (æ)]. 
Enfin, r et 7’ peuvent s'exprimer rationnellement à l’aide der,,r, 
qui coincident, ainsi que 65, p,, avec y, y’, et sont liés par la relation 


RTE, a) =, 
et réciproquement; donc 
R;[ Yo) Ho (2), x | = U[To, Ae (To), (æ)] 


et, de même, 
Ri fy; Y' (x), (to)] = UP; 4, (zx), (2 )]- 
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Ces résultats peuvent se résumer ainsi : 
Si l’on pose 


TT Yo; Yo (Xo), (%)] = (2) Rol Yo Yo (to), (z)] +... 
à + An-1(2) R,-1[ Yo Ve (2), (æ)], 


r vérifie une équation différentielle 
A[r, r', (æ)]—0, 
dont les points critiques sont fixes. Si l’on pose de même 
ri=rLy, y’, (£), (%o)], 


la fonction r,, quand on remplace y par une intégrale de (1), vérifie 
l'équation 


Toute constante intégrale R[ y, y’, (æx)] =C peut s'exprimer rationnel- 


dr! 


lement en fonction der' et de > ak 
x 


RD 99 (ey =p Fs (eo) | =vfr, E> (a), 


Remarquons que l’intégrale de (1) vérifie aussi bien la relation 
TEs Y's (£), (= PL yor Yor (Lo), (æ)] 
que la relation 
PL Is Is Ce), (æo)] = Lyon Yor (0), (æo)l. 


On. voit ainsi que l’intégrale se laisse mettre d’une infinité de ma- 


nieres sous la forme 
Ry!) ¥. (2) }= Ale, C), 


A désignant une fonction de x dont les points critiques sont indépen- 
dants de la constante C qui y figure. On démontre, comme précédem- 


dd de do à à 
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ment (voir p. 4o), que toutes les fonctions intégrales R= A(a,.C) 
s’obtiennent par les formules 


7 A Owe oiCy, CC, Gone Cums Gr) (5) | 
e 
RLY, 7°, (2) = CR Ri, .-., Raa, Ré, Ro, (æ), (mo). 
On a, par suite, 
| Rey ys (=e, $2 (ar, (| 
et aussi 
RD, = ufr, F(a], cel coy]. 


1) OC 2 D es . | 
D'une manière générale, on peut choisir deux fonctions (ou con- 
stantes) intégrales 


KT y, (æ)]=A(z, C), R[y, Ts (x)]=B(z, C), 


hées par une relation 
ALA, B, 2) = 0; 


de telle façon que toutes les autres fonctions intégrales (notamment les 
constantes) s'expriment rationnellement a l’aide des deux premieres. Il 
est loisible de faire 


dr! 
Res Te R, — Wat 
ou encore 
2 __ do 
R=, I dass 


Toutes les relations k = 0 ont leurs modules égaux et indépendants de x. 


On remarquera dans le raisonnement précédent l'importance de ce 

. ! , . A t Q 
fait que yo, y,, & et y, y’, æ jouent un rôle symétrique. 

Toute relation K[A', B', (æ)] =o entre deux fonctions (ou con- 
stantes) intégrales quelconques se transforme rationnellement dans la 
relation # = o, et son genre, comme nous le verrons, est au plus égal 


Am, 
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4. Indiquons enfin une forme nouvelle de l'intégrale générale de (1). 
Si l’on élimine y’ entre les deux équations 


R[y, 7, (æ)]=C 
et 
(1) Fly, y', (x)]=0, 
le résultant 
(12) L[y, C, (æ)]= 0 


est de degré m en C. Son degré en y est un certain multiple de x. II 
existe entre (1) et (12) une correspondance birationnelle 


CREME 
OL 


Inversement, chaque fois qu’on a mis |’intégrale de (1) sous la forme 
Ll y, ©, (x)]—o, 


C entrant dans L au degré m, C s’exprime rationnellement en y, y; 
c’est, par suite, une constante intégrale. 
En effet, nous avons (‘) 
otre OL: 
dy” oz ° 
pour chaque valeur de y, C prend m valeurs; les m valeurs de y’ cor- 
respondantes sont distinctes quand y et æ sont quelconques. Sinon 
l'équation en y’, de degré m, serait décomposable. Donc à chaque 
couple y, y’ correspond une seule valeur de C. 
Si, au lieu d’une constante intégrale, on considère une fonction inté- 
grale, on voit que l'intégrale de (1) satisfait à une infinité d'équations 


(12°) LL y, 7,(2)]=0, 


(1) Cette égalité nous montre que Vintégrale de (1) ne saurait vérifier une équation 
telle que (12), où C entrerait à un degré & inférieur à m; car l'équation (1) serait alors 
de degré » en y’. 
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de degré m au plus en y, où y désigne une fonction qui vérifie une 
relation différentielle 


Kips (20 


dont les points critiques sont fixes. 
Mais inversement, quand l'intégrale est mise sous une telle forme, 


y n'est pas nécessairement une fonction intégrale. Si cette condition 
est remplie, 


pla 0 (z)T 


et l'équation (12°) se transforme rationnellement en (1), mais la réci- 
proque n’est pas vraie en général ('). 

Il me reste à signaler le cas particulier où le genre & de la relation 
entre les fonctions et constantes intégrales est nul. 

Quand w = 0, toutes les fonctions intégrales sont fonctions ration- 
nelles d’une certaine d’entre elles. Soient, en effet, A(av, C), B(a, C) 
deux fonctions intégrales liées par la relation 


K[A, B, (x)] =o. 


(1) Il peut arriver que l'intégrale de (1) vérifie une équation telle que (12’), où y 
figure à un degré y inférieur am : par exemple, l’équation (12), 


ae = x; 
qui est de degré 1 en y, m étant quelconque. On forme aussi aisément des équations dont 


l'intégrale se laisse mettre sous une forme telle (12'), sans que y s’exprime rationnelle- 
ment en y, 7’, et soit, par suite, une fonction intégrale. Soit l’équation 


JG +2) — 4e + hr 1) = 03 


(22 +CY 


Te vérifie la relation 
I 


son intégrale générale y = 


(12) ‘ ve Lip je = 0); - 
de degré y = m= 2 en y, avec la condition 


You) year r=o, 
ou encore - 
227+ 


ire 
4 : Sy 
- D'autre part, y =)? ne s'exprime pas rationnellement , comme on le voit aussitôt, en 
fonction de y et de y”. 
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avec on, 


SE ye =7[A,B, (2), 


o, Ÿ, y étant einnaale respectivement en ¥, tN B. Toutes 

tions et constantes intégrales s'expriment rationnelleme aide 
d; SERRES 

de ac notamment ot owen ar de act 


ie or.) 


"s 
: * 2 
FT 
+ comme cette équation doit avoir ses points critiques fixes, elle se ton 
réduit, comme on sait, à une équation de Riccati. Cette fonction inté-" "PS 
grale y n’est déterminée qu’à une transformation près 270 
my ; ia 
7 
Sa yas b : 4 
— TE A. = 
dit bi INC L 
a, b, a,, b, étant des fonctions de x. = 4 


En particulier, l'équation 


AC ee eee 5) A 


qui est une des équations K = 0, se ramène à une équation de Ric- 
cati. Les coefficients R;[7,,7,,(æ,), æ], dans l’équation 


(3) ¥? + Bi[ Yo Yo (to) (T7 1 +... + Rol Yo os (na); (æ)]=0, ‘ 


sont fonctions rationnelles d’une constante C, qui entre au degré m. 
En effet, 
cae Yor (x), (a)] 


et, pour chaque valeur de Yo prend au plus m valeurs distinctes. Elle 
n'en peut d’ailleurs prendre moins, sinon l'équation (13) serait de 


degré moindre que m en C, et l'équation (1) ne serait pas une équa- 
tion irréductible de degré m en y’. 


Done, quand & = 0, I’ intégrale se laisse mettre sous la forme 
‘ly, C3 (æ)] = 
y entrant au degré n, C au degré m dans cette relation. 
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Plus généralement, l’intégrale peut se définir par une égalité 
(14) ÉTAT, 
de degré n en y, de degré men y, avec la condition 
= My?+Ny+ ®. 


Toutes les équations analogues à (14), de degré n en y, de degré m — 
en 
jt 


(14!) RENTE (i]=0; 
avec la condition 
d: 
= Mii + Nii + Po 
se déduisent de (14) par le changement de y e ne ee Pellet. 
AAC+ pu Sars . 
ea aaa et C, qui entre au degré m dans (14’), est une constante 


intégrale; done y, est une fonction intégrale et s’exprime rationnelle- 
ment en y; de même, y s’exprime rationnellement en fonction des 


dR; OR; OR; : : 
R;(æ, Yi), Ge (æ Yi) = TE re ape done, enfin, y s’exprime ration- 
nellement en y, : 


din 6 : 
es dyi + di 


Inversement, quand l'intégrale d’une équation (1) se laisse mettre 


sous une forme telle que (14), le nombre & est nul ('); car les 


Flas Yor (Lo). (æ)], un. (x,), (æ)] sont donnés rationnelle: 


ment en fonction de y, et la relation entre les fonctions intégrales dé- 
finit une courbe unicursale. 


(1) Cette proposition subsiste si l’équation (14) est d’un degré quelconque p en +. Les 
raisonnements employés montrent, de plus, qu’une telle équation se déduit d’une équa- 
tion (14) de degré m en y, par la transformation 


n= ely Co, 
¢ étant rationnel en y. Si q désigne le degré de + en y, on a 


p= gm. 


52 P. PAINLEVÉ. 


Enfin il existe, entre (14) et (1), une correspondance birationnelle, 
ar 
; ; told eh 
(= ply ER, Fae ay! * Ox ; 


et, comme y’ est rationnel en y, 
y= pals y, (I. 


Passons au cas où & serait égal à 1. La relation entre les constantes 
ou les fonctions intégrales peut être ramenée à la forme 


B?= (1 — A?) (1 — A2 A?), 


le module Æ étant constant, et toutes les fonctions intégrales s’expri- 


ment rationnellement en À, B, notamment =a 


dA : 
Ta = MIA, (æ)]+ NIA, (æ)]VG — A®) (= FAP). 

Si N est nul, M doit être un polynôme du second degré, et, de plus, 
B= V(1— A)(1— Æ A?) doit avoir aussi ses points critiques fixes, ce 
qui exige que À — +1, À = + vérifient l'équation de Riccati 


= Min, (z)]. 


dx 
On en conclut 


M = 0, A B=VG— @)U— FC). 
Si N n’est pas nul, les conditions de M. Fuchs montrent que 


dA 
= N(x) (1 — A?) (1 = F*A®), 


A= sn[J(x) + C]. 


LE , . 
L'intégrale de (1) se laisse done mettre sous la forme 


"+ {rn1lC, (2)] + epp_s[C, (æ)] ie chara ae 


(15) s : 
+ ro[C, (z)]+ epo[C, (æ)]= Al y, CG, (x)]+cB[y,c, (æ)1="0, 


C étant une constante, avec la condition 


e=V(1— C) (1 — C8). 
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On peut lui donner aussi une forme identique où C désigne une 
fonction de æ qui satisfait à une équation 


dC. 
dx 


we) 


SNi2yVn— ONG — FC). 


De plus, si l’on élimine c, le résultant en y et C est de degré 2nen y, 
de degré men C, 


(5°) D Us hh) =O. 


Il existe entre /= o et F = o une correspondance rationnelle 


es eso AA ge aaa 
PURE ACIER YS ey (RC + : 
dy 


Deux valeurs de y’ correspondent à un système Cet y, si C n’est pas 
une constante. 

Toute équation analogue à (15), telle que l'équation (15’) correspon- 
dante soit de degré m en C , se déduit de l'équation (15) par la trans- 
formation 


CVG = a?) (1 — Fat) +aV(i— Cyr — EC) 


1 — havc 


(16) G= 


où a est une fonction de-x. 
En effet, soit une équation analogue à (15) en y, C,, ¢,, où C, satis- 
fait à la relation | 


dC D 
t= (2) Gi CY = RC EN (J. 


En différentiant l’équation (15), on voit que y’ est de la forme 
oly, Gi, (x)] +e 8Ly, Gi(x)]; 
si l’on élimine c,, y’ est exprimé rationnellement en fonction de y, C,, 
¥'= PTT; Cr, (æ)]. 


Si l’on observe, d'autre part, qu'à chaque valeur de y correspondent 


voit tque c, est une fonstion a 
C= RD, > ,@ 
Il en est de même, par suite, dec, : 


Lee 
AT Ni) dx”? 


et C,, c, s'expriment rationnellement en C, c. Pour les mêmes raisons, 


cet C s'expriment rationnellement en c,, C,. Il y a donc correspon-. 


dance birationnelle entre Ae Gy vet (Ors C,); de là résulte l’éga- 
lité (16). 

Ceci suppose toutefois N, (a) 0; si N, est nul, C, est une constante 
intégrale, par suite c,, d’après I’ arenes. 


A. ly, G(z)]+ ci B:[Y, Cy, (æ)]=0, 


et la proposition subsiste, à moins que les égalités A, = 0, B,—one 
définissent toutes deux l’intégrale de (1); mais, dans ce cas, & serait 
nul, ce qui est impossible puisque la relation entre C et ¢ est de 
genre 1. à 


Ajoutons que, toutes les fois que l'intégrale de (1) vérifie une équa- 
tion identique à l’équation (15), legenre w est égal à Punité ('); carles 


Ril Vos Yoo (%o)» (æ)], Ly 0 Ye (x,), (æ)] s'expriment rationnelle- 


ment enc et C, et réciproquement. Il y aurait toutefois exception dans 
le cas indiqué où, C étant une constante, A = o et B = 0 définiraient 
l'intégrale de (1). Le genre & serait alors égal à zéro; le radical 
VO — C?) i= °C?) ne figurerait qu’artificiellement. 

Tout ce qui précède suppose absolument que z soit égal au nombre 


(1) Cette remarque est encore vraie quand l'intégrale de (1) vérifie une équation de la 
forme (15), même si le degré y: en G de l'équation (15’) n’est pas égal à m; w est égalà 1, 
à moins que cette équation (15) puisse se déduire d’une équation (14) par 7 transforma- 
tion 


1 =9lC, (2)] +V¥G—C)G— PC) VC, (2)], 


où © et Y sont rationnels en C; w est nul dans ce dernier cas. 
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des valeurs de y qui se permutent effectivement autour des points 
critiques mobiles de l'intégrale. 


5. Avant de nous servir de ces généralités pour chercher à intégrer 
dans certains cas l'équation (1), j’ajouterai un mot sur la différence 
essentielle qui sépare les équations du premier ordre des équations 
(ordre supérieur. 

Étant donnée une équation du premier ordre, nous connaissons à 
l'avance les points du plan des x qui peuvent être des points singu- 


_liers transcendants de son intégrale. De plus, quand le point x, est 


un point critique algébrique de l’intégrale y(æ) égale à y, pour 
x = Ly, NOUS savons que (Yo, x, ) vérifient l’une des relations 


POLE, (nr) 0 


qui expriment que y’ est infini ou mal déterminé. 

Rien de pareil ne subsiste pour les équations d'ordre supérieur. 
Une intégrale quelconque, uniforme ou à 7 valeurs dans une certaine 
portion du plan, peut, nous l’avons dit, présenter dans ce domaine 
des points essentiels et des lignes singulières variables avec les con- 
stantes d'intégration. Ces points peuvent être également des points 
critiques de l'intégrale. C’est cette difficulté nouvelle qui distingue 
essentiellement la théorie des équations du premier ordre de la théorie 
des équations d’ordre supérieur. 

Un exemple simple fait ressortir clairement cette différence. Si l’on 
veut reconnaitre que l'intégrale d’une équation du premier ordre n'a 
que des points critiques fixes, il suffit d'exprimer que, pour aucune 
valeur de y, x étant quelconque, y’ n’est infinie, que la même chose 


. 4 I a \ é 
a lieu pour la transformée en Py enfin que les systèmes (y,, æ,), pour 


lesquels deux valeurs de y’ s’échangent, correspondent à un point 
ordinaire x, de l’intégrale y, égale à y, pour x=2,. On retrouve 
ainsi les conditions de M. Fuchs. Si l’on veut de plus que l'intégrale 
soit uniforme, il faut ajouter la condition qu’aucun des points £; ne 
soit critique. 

Quand on sait que l'intégrale ne prend que 7 valeurs, s’il n'existe 
aucun point £; qui puisse être un point d’indétermination de y, cette 
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intégrale est nécessairement algébrique. Par exemple, soit une équa- 
© 


tion 
F(y', Ms x) a à | 


algébrique et entière en y’, y, æ. Si le coefficient de la plus haute 
puissance de y’ ne contient aucun facteur de la forme (a — a) (a étant 
constant), et si de plus le degré en æ du coefficient de y’? surpasse 
d'au moins 2(p — g) unités le degré en x du coefficient de y?, toute 
intégrale à 2 valeurs est nécessairement algébrique. 

Toutes les conditions correspondantes sont nécessaires pour que 
l'intégrale d’une équation d’ordre quelconque jouisse des propriétés 
analogues, mais elles ne sont pas suffisantes. Il faudrait encore expri- 
mer que les points d’indétermination possibles des intégrales ne sont 
pas points critiques, ou sont points critiques algébriques, etc.; or ces 
points n'apparaissent pas sur l'équation. 

Toutefois, les théorèmes que nous avons établis sur la forme de 
l'intégrale générale, quand elle ne prend autour des points critiques 
mobiles qu’un nombre fini de valeurs, sont susceptibles d’une certaine 
extension. 

Soit 

Fly, y', y's (x)]=0 


une équation du second ordre, algébrique en y, y’, y’ (F est un poly- 
nome en y, y’, y” de degré m en y”). En raisonnant comme nous l’a- 
vons fait, on voit que, si l’on définit l’intégrale y par l'équation 


y+ Rp-,ary"-'!+...+R,=0, 
les R; sont des fonctions uniformes du point y,, y, y, de la surface 
FTY0 Vos Yoo (to)] = 0, 
c'est-à-dire que y et y’ sont des fonctions de y,, y, à mn valeurs, et 
réciproquement y,, y, sont des fonctions de y, y’ à mn valeurs. Mais 


ces fonctions ne sont pas nécessairement algébriques. 
En remarquant que l'intégrale s'écrit aussi 


Vo + Rai COM CO AMP Roly, y's 7", (x), (æo)|, 
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on voit que cette intégrale vérifie les relations 
Rily. y's x", (2), = R [yo Yo 7% (&o), (@o)], 
aR; 1 7 aR; ’ ” 
ey Y's (&), (#o)] = Bi = Ey LY or Yor Yo (Lo), (%o)], 


CR; ! 7 aR; r ” 
San Ni eh) Maries pes 2h on) oo Cr das )], 


22 
les «;, B;, y; désignant des constantes. Si l’on pose 


Tee Role a) R;==2 (2), 


en prenant pour les A, des fonctions de x, quelconques, toutes les con- 


stantes intégrales 
Die yay NL] = Er 


s'expriment uniformement à l’aide des 


Tec, 
Te — ee 
= CU 


Plus généralement, il en est de même pour les fonctions intégrales 
Rly, y’, y’, (#)] = G(x), C, C7; 


dans cette égalité, R est une fonction uniforme de y, y’, y”, et G une 
fonction de x dont les points critiques ne dépendent pas des constantes 


Cet C’. On a 
= o[r, HONTE, (x)], QI gle, osc", (x), 


¢ étant uniforme en 7, 7’, 7” (owen c, c’, c”). Quant aux 7, 7’, 7’, ils 
sont liés dans tous les cas par une relation algébrique 


Peer el 5 (ie) | == 0, 
qu’on peut écrire aussi bien, en faisant 
p= 2Ai()RiL Yor Yor Yor (ro) Is 


dp dp Me 
Ale, Woe et (æ)] —0, 
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équation différentielle dont les points critiques sont fixes. On peut 
d’ailleurs remplacer la relation 


Al ere, oy CE 


par une transformée birationnelle quelconque. L'intégrale de (1) vé- 


rifie les formules 
c—r ly, 5 Dar (x)], 
c'—r! Ly; y y", (x)], 
c= Pau Ly, v', ve (21, 


qui établissent une correspondance uniforme entre h=o et F =o; 
mais cette correspondance peut étre transcendante. Quand elle est ra- 
tionnelle, l’analogie avec les équations du premier ordre est presque 
complete. Il convient toutefois de signaler une importante différence : 
la relation algébrique, de degré mn par rapport à y, entre y, yo Y,; 
peut être d’un degré quelconque en y,, y,; pour les équations du pre- 
mier ordre, elle est au contraire de degré mn en y,. 
(A suivre.) 


SUR LES PRINCIPES 


DE LA 


THÉORIE GÉNÉRALE DES FONCTIONS, 


Par M. RIQUIER, 


PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE CAEN. 


Depuis un certain nombre d'années, quelques géomètres, jugeant 
défectueuses les méthodes couramment employées dans l’enseigne- 
ment du Calcul infinitésimal, ont essayé de l’asseoir sur une base 
nouvelle, et de faire reposer la théorie générale des fonctions sur les pro- 
priétés des séries entières. Nous devons citer au premier rang MM. Weier- 
strass et Méray, qui, sans connaître les travaux l’un de l’autre, s’é- 
talent rencontrés dans la même voie. 

M. Weierstrass n'ayant publié aucun Ouvrage d'ensemble sur la 
théorie des fonctions et s’étant borné à la développer dans des leçons 
orales, nous ignorons de quelle façon et dans quelles limites l'éminent 
géomètre pense que l’on doive tirer parti de cette idée. Quant à la 
méthode de M. Méray, qui se trouve exposée succinctement, mais 
complètement, dans un Ouvrage publié en 1872 ('), elle nous a paru, 
et de beaucoup, supérieure aux méthodes courantes. Telle qu’elle est 
cependant, elle soulève, à notre avis, certaines objections et ne nous 
semble pas s'adapter, avec toute la commodité désirable, au but élevé 
poursuivi par son inventeur. Nous signalerons, par exemple, comme 
ne conduisant pas toujours à des résultats satisfaisants : 1° la forme 
donnée par M. Méray à la proposition concernant la nullité identique 


(1) Nouveau précis d'Analyse infinitésimale. 
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d’une série entière ('); 2° l’exclusion absolue de toute considération 
de continuité, soit dans la théorie des fonctions proprement dites, soit 
dans celle des expressions calculables par cheminement; 5° l'hypothèse 
restreinte consistant à supposer, dans tous les cas, que chacune des 


n variables imaginaires 
x — a! ae iz", y =y'+ iy", 


dune fonction quelconque f(x, y, ...) varie, indépendamment des 
autres, dans quelque portion ou aire donnée du plan qui sert à sa no- 
tation graphique, au lieu de supposer, plus généralement, que le 


point 
(x!, x", y', Foi rs B 


varie dans quelque portion donnée de l’espace à 22 dimensions; 4° la 
considération des zones additionnelles, constamment adjointes aux aires 
dont il s’agit (*). 

Conduit par une pratique journalière de l’enseignement à adopter, 
dans ce qu’elles ont de plus essentiel, les idées de M. Méray, nous 
nous sommes efforcé de remédier aux quelques inconvénients que, a 
tort ou à raison, nous avons cru y apercevoir. Puisse l’inyenteur de la 
méthode nouvelle ne pas nous taxer de présomption, et accueillir avec 
indulgence ce modeste travail, dont nous serions fier qu’il daignat 
accepter la dédicace. 


Préliminaires. 


1. Nous nous appuierons plus d’une fois, dans le cours de ce tra- 
vail, sur certaines définitions ou propositions contenues dans un Mé- 
moire antérieur (*); mais nous nous dispenserons le plus souvent de 
les formuler une seconde fois, nous bornant en pareil cas à l’indication 
des passages utiles. Les chiffres suivis d’un astérisque renverront le 


(1) Nouveau précis, p. 41. 

(2) Ibid., p. 45. 

(3) Sur les fonctions continues d'un nombre quelconque de variables, et sur le principe 
fondamental de la théorie des equations algebriques (Annales de l’École Normale, sep- 
tembre 1890). 
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lecteur aux divisions du Mémoire dont il s’agit, et les chiffres non sui- 
vis d’un astérisque à celles du présent Mémoire. 


2. Nous nommerons point à n coordonnées tout système de valeurs 
particulières respectivement attribuées aux n variables réelles æ, y, ..., 
et espace à n dimensions l’ensemble de tous les points à n coordon- 
nées. 

La distance des deux points 


Rod so a aber Ped CAT gy end 
sera, par définition, la racine carrée non négative de la quantité 
(Bai) a Waa Pe 


Dans l’espace a7 dimensions, on a souvent à considérer, à l’exclu- 
sion de tous les autres points, ceux dont les coordonnées satisfont à 
certaines conditions, d’une nature absolument quelconque d’ailleurs : 
leur ensemble constitue ce qu’on appelle une portion de l’espace à n di- 
mensions. 

Une portion d'espace est dite dimitée, lorsque la distance du point 
(o, 0, ...) à un point variable de la portion dont il s’agit ne cesse 
d’être inférieure à quelque quantité fixe. 

Un point est dit complètement extérieur à une portion donnée de 
l’espace à n dimensions, lorsque sa distance à un point variable de 
cette dernière ne cesse d’être supérieure à quelque quantité positive 
fixe. 

Enfin, une portion d'espace est dite complete, lorsque chacun des 
points qui n’en font pas partie lui est complètement extérieur ('). 


(1) Par exemple, en désignant par R une constante positive, et par zo, Yo, --. des con- 
stantes quelconques, positives, négatives ou nulles, le fragment d’espace défini par la re- 


lation 
(ZÉ = Lo)? + (y — Yo)? + te S R2 


est à la fois limité et complet. Si l’on supprime le signe d’égalité qui figure entre les 
deux membres, pour ne laisser subsister que le signe d’inégalité, on obtient un fragment 
limité, mais incomplet. 
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3. Relativement à un groupe 
ss 


d'indéterminées réelles en nombre quelconque p, nous nommerons 
intervalle complexe \'ensemble de tous les systèmes de valeurs dont les 
éléments s, #,. . se trouvent respectivement compris dans p intervalles 


simples ; 
s a 5; lo a die 
0 


(ou égaux à quelques-unes des valeurs extrêmes de ces intervalles). 
Cela posé, si l’on désigne par 


O(S, L, Es XS; Es «eh 


n fonctions réelles de s, ¢,..., toutes continues (7°) dans un même 
intervalle complexe, l’ensemble des x formules 


(1) yey twee) 


où les divers systèmes de valeurs attribuées à s, £, ... n’excedent pas 
l'intervalle en question, définit ce que nous nommerons un arc con- 
tinu à p variables, ou, pour abréger, un arc à p variables dans l’espace 
an dimensions. Si, pour les valeurs considérées de s, ¢, ..., le point 
(a, y, ...) défini par les formules (1) demeure constamment dans 
quelque portion déterminée de l’espace à 2 dimensions, nous dirons 
que l’are dont il s’agit se trouve entièrement situé dans cette der- 
nière. 

Nous nommerons point de l'arc, tantôt un système de valeurs de 
s,¢,... compris dans les limites ci-dessus spécifiées, tantôt le système 
des valeurs correspondantes que les formules (1) assignent aux va- 
riables x, y, .... En particulier, si, dans chacun des intervalles 
simples où s, ¢, ... sont respectivement assujettis à varier, on convient 
de considérer l’une des deux valeurs extrêmes comme valeur initiale, 
et l’autre comme valeur finale, il faudra entendre par extrémité initiale 
(ou finale) de l'arc donné, tantôt le système formé par les valeurs ini- 
tiales (ou finales) des, #, ..., tantôt le système formé par les valeurs 
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correspondantes de x, y, .... Mais cette légère confusion de langage 


ne donnera lieu par la suite à aucune ambiguïté, et, dans chaque cas 


particulier, le lecteur apercevra bien facilement ce que nous aurons 
voulu dire. 


Ve Le L A . . . L a “ 
4. Une portion de l’espace &n dimensions sera dite continue si, à 
deux points 
7 (Ts Ji ..) (Las Ja se), 


y étant pris à volonté, on peut assigner quelque arc continu 


les admettant respectivement comme extrémités initiale et finale, et 
entièrement situé dans la portion d’espace dont il s’agit (3). 


5. Étant donné dans l’espace à 2 dimensions un arc à p variables 
s, t, ..., sila suite (limitée) 


(2) (Tes se CENT NAS PSE EN CAT POP) 


est formée avec des systèmes de valeurs n’excédant pas l'intervalle 
complexe où le groupe des variables s, ¢, ... est assujetti à se mouvoir, 
nous dirons qu'elle constitue un chemin inscrit dans l'arc. 

Nous dirons encore que le chemin ci-dessus défini admet comme 
régulateur la quantité positive p, si, pour deux systèmes consécutifs 


quelconques 
(Sz, lies wale = (Sines Ext os 1) 


de la suite précédente, les-diiférences s4,,-—53, l3,, — tx, ... sont 
toutes numériquement inférieures à p. 

Enfin, nous nommerons sommets de notre chemin inscrit, tantôt 
les systèmes de valeurs compris dans la suite (2), tantôt les systèmes 
formés par les valeurs correspondantes de x, y, .... 


6. Nous nommerons premier et secona élément de l'imaginaire 
a+ ia” les deux quantités réelles a’, a’. 
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Si aux nvariables  *. 
(3) esata", Yay iy, 


on attribue tous les systemes possibles de valeurs imaginaires, les 
systemes de valeurs réelles que prennent alors leurs éléments re- 
donnent les divers points de l’espace indéfini à 2” dimensions. II 
arrive d’ailleurs sans cesse que l’on ait à considérer exclusivement, 
dans telle ou telle question, les systèmes de valeurs des 7 variables (3) 
fournis par tel ou tel groupe de conditions subsistant entre leurs 
an éléments, ou, ce qui revient au même, les points situés dans telle 
ou telle portion de l’espace dont il s’agit. 

Dans les questions qui comportent la considération de x variables 
imaginaires (3), et par suite de l’espace à 27 dimensions, on désigne 
un point quelconque de ce dernier, tantôt par ses 2 coordonnées ima- 
ginaires, c’est-à-dire par les n valeurs attribuées aux variables (3), 
tantôt par les 2 valeurs réelles attribuées à leurs éléments. 


7. Dans l’espace à 2n dimensions, à la considération duquel on est 
conduit par celle des n variables imaginaires x, y, ...(6), traçons un 
arc continu à p variables s, t, ... (3), et designons par 


( 4 ) Exs Ey» 
n constantes positives données, par 
Cal be da ESS de eo) 


deux systèmes de valeurs arbitrairement choisis dans l'intervalle complexe 
où le groupe des variables s, t, ... est assujelli à se mouvoir, enfin par 


Cae tee aan Co ae phere! 
les systèmes de valeurs qui correspondent aux précédents pour les n va- 
riables imaginaires x, var 
‘| 74 ° os . nl 
Cela posé, on peut assigner une constante positive 8 telle, que les diffe- 


rences 
Lei, Vea 1s 


présentent des modules respectivement inférieurs aux quantités (4), des 


que les différences 
S2— $1, la— ty, 


sont toutes numériquement inférieures à 6. 


Posons en effet 


ee pat: i ae a ae 
eat Art et uy 
teat as War) get ia 


ae AN +o Sue . on 
PV, Lay, aan has 
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42, 
2 


Las J 


et désignons par « la plus petite des quantités (4). Les coordonnées 
réelles a’, a”, y’, y”, ... d’un point variable de l’arc étant des fonc- 
tions continues de s, ¢, ... dans l’intervalle complexe considéré, c’est- 
a-dire dans un espace évidemment limité et complet (2) par rapport 

. au groupe de ces indéterminées, on peut (9*) assigner un nombre po- 


sitif 6 tel, que les relations 


€ 
2 val. num.(2,— x) < ex 
val.num.(2,— 4) < — 


val. num.(y,—7,)< 


nelle sie sa eo ous e ap ele ee © es 45 fs..0 


et par suite aussi les relations 


mod. (#,.— T1) €, 
mod. (Y2— Y1) <E, 


afele loin sale gi sue + ee se 


résultent nécessairement des inégalités 


val. num. (s,— s,) < 8, 
val. num. (é,— t;) < 6, 


+ nee eat loto s abel se sut es. 


8. Supposant connue la théorie des variantes simples, due à M. Méray 
(Annales de l’École Normale, novembre 1887), nous avons donné, 


Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome VIIL. — Février 1891. 


9 


SR 
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dans le Mémoire cité plus haut (1), la définition d’une variante com- 
plexe (4*). Nous nommerons en particulier variante imaginaire une 
quantité imaginaire variable 


L Fear 
= + A 
v m a m u m9? 


dont la valeur dépend d’un indice m, susceptible de prendre toutes les 
valeurs entières et positives. 

Dans l’espace indéfini à 2 dimensions, à la considération duquel 
on est conduit par celle de z variables imaginaires x, y, ... (6), une 
portion donnée sera dite normale, si les n coordonnées imaginaires de 


l’un quelconque de ses points peuvent être considérées comme les . 


limites respectives de x variantes imaginaires æ», y,, ..-, Satisfaisant 
à la double condition que nous allons énoncer : 1° chacune d’entre 
elles, considérée isolément, diffère constamment de sa limite aussitôt 
que la valeur de son indice surpasse quelque entier convenablement 
choisi; 2° si l’on considère le point (ap, y,, ...) et ceux qui s’en dé- 
duisent en y remplaçant telles ou telles des variantes x,,, y,, ... par 
leurs limites respectives, chacun d’entre eux reste constamment situé 
dans l’espace dont il s’agit, aussitôt que les indices m, r, ..., tous 
indépendants les uns des autres, surpassent respectivement certains 
entiers. 


9. Les quelques exemples ci-après suffiront à éclaircir la définition 
du numéro précédent. 
DE] sue + 
I. Si l’on désigne par R,, R,, ... » constantes positives, et par x9, 
Yo» --- les n coordonnées imaginaires (6) d’un point fixe, l'espace dé- 
fini par les relations simultanées 


mod.(x — x) <R,, mod.(y — yo) <R,, 


est normal. 


~ . ; + er i . . . 
| Effectivement, £, 4, ... désignant les coordonnées imaginaires de 
l’un quelconque de ses points, les relations 


mod. (a — 9) = mod. (a — &) + mod.(£ — 2), 


‘ 
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font voir que le point (x, y, ...) reste constamment situé dans l’espace 


donné, aussitôt que les modules des différences & — €, y — n, 
tombent respectivement au-dessous des quantités positives 


R;— mod(£—x,), R,— mod(n— 7), 


Dès lors, il est facile de se convaincre que les variantes 


s I ] 
(5) LEE + a Jr + 
satisfont bien à toutes les conditions requises. 
II. L'espace défini par les relations simultanées 


(6) mod(æ — 2) 2 Rz, mod(v— 7o)<Ry,, de 


ou R,, R,, ..., %, Yo, ... ont la même signification que ci-dessus (1), 
est encore normal. 

Effectivement, si pour un point (&, n, ...), pris dans cet espace, les 
diverses relations (6) sont toutes vérifiées avec le signe d’inégalité, on 
prendra encore pour «,,, y,, ... les variantes (5). Si quelques- 
unes sont vérifiées avec le signe d’égalité, si l’on a, par exemple, 
mod(€ —a,) =R,, on remplacera la première des variantes (5) par 


Lm =t—— (E— 2). 


III. Si l’on pose, comme d’habitude, 
Bae tx", yoy'+ity", es 


et que l’on désigne par a, yj, -.., R des constantes réelles quel- 
conques, la dernière essentiellement positive, l’espace défini par le 
système des relations 


rer) < RB’, 


(7) i py re) 
est normal. 
Soient en effet £’, n’, ... des valeurs particulières de x’, y’, ... véri- 


fiant la première relation (7), et a, ao, « les trois points ayant respec- 


665." or PAEt ane Shem 


A . 


| tivement pour coordonnées réelles | 


Cg 
Le, OUT pe Oe eaten bo tae TES 
; . : Es 0; nae 4Op, ms Carry Te 


En rapprochant la relation a, < R de la relation aay <ae.- 
subsiste entre les distances mutuelles de ces trois points (‘), on voit 
immédiatement que le point variable a reste constamment situé dans = 
l'espace donné aussitôt que la distance aa reste inférieure à R — aya, Be 
et par suite aussitôt que les valeurs numériques de a’— &’, YN à _ 


tombent toutes au-dessous de a - Il en résulte que les variantes 
; 1 ; 
an ent cece soe 
Ly m , Vr — r ? 


satisfont encore à toutes les conditions exigées. 
IV. Quant à la portion d’espace définie par les relations simultanées — 


PR ET | 


(2 ay PE PRE RE tS PS ee 


où les mêmes notations ont été adoptées que dans l’exemple III, il 

serait facile de voir que tous ses points sans exception ne jouissent 
pas de la propriété constatée dans les divers exemples ci-dessus. Par 

exemple, si l’on suppose égal à 2 le nombre des variables imaginaires 


LS fae oa, y=y't+ iy’, 
et que l’on considère les relations | 
x"+ y'£R?, æ'— Fr 0, 


il faut, pour obtenir un espace normal, y faire abstraction des quatre 
points où a’ et y’ ont les valeurs suivantes : 


(a = . UE 
TR, y'=0o; z——R, y'=o; zx'—0o, FER. sey, eh 


(*) I est facile de prouver en effet que, dans l'espace à un nombre quelconque de di- 
mensions, la distance de deux points est comprise entre la somme et la différence de leurs 


. \ a ood . . à 
distances à un méme troisième (et peut Parfois atteindre l’une ou l’autre de ces deux 
limites). 
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Fonctions olotropes. 


10. Les propriétés des séries entières sur lesquelles il s'agit, 
comme nous l'avons expliqué, de faire reposer toute la théorie des 
fonctions ('), peuvent s’établir à l’aide des généralités relatives aux 
séries quelconques, en y adjoignant au besoin quelques propriétés 
élémentaires des polynômes entiers, de ceux notamment qui ne dé- 
pendent que d’une seule variable. Elles sont suffisamment connues 
pour que nous puissions nous dispenser même de les formuler : il 
importe cependant d’insister un peu sur la condition de nullité iden- 
tique, au sujet de laquelle nous proposerons l'énoncé suivant : 


Soient 
= TIES St =e Pe hee 


la somme d'une série entière par rapport aux n variables imaginaires x, 
Vs +5 Uns Ppp +, à Variantes imaginaires ayant toutes zéro pour li- 
mite, et remplissant en outre les deux conditions suivantes : 1° chacune 
d'entre elles, considérée isolément, demeure constamment différente de 
zéro, aussitot que la valeur de son indice surpasse quelque entier convena- 
blement choisi; 2° la quantité f (Un, %,,...) demeure constamment égale 
à zéro, aussuôt que les indices m, r, ..., tous indépendants les uns des 
autres, surpassent respectivement certains entiers. 
Cela étant, la série proposée a tous ses coefficients nuls. 


I. Nous supposerons d’abord que le nombre des variables indé- 
pendantes se réduise à 1. En désignant par 


f( 2) Go G0 4- Gt +. re 


la somme de notre série, on sait que le module de f(x) — ay reste 
inférieur à une quantité positive donnée, aussitôt que celui de x 
tombe au-dessous de quelque quantité positive convenablement 


(1) Nous signalerons comme les plus importantes celles qui se trouvent formulées aux 
pages 32, 36 et 80 du Nouveau Précis de M. Méray, puis la continuité (14*) et la condi- 
Lion de nullité identique. 
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choisie. La variante uw, étant infiniment petite pour m infini, la va- 

riante f(u,) — a l'est donc aussi, et, comme f(un) finit par être 

constamment nul, il en résulte a, =o. 
Cela étant, si l’on pose , 


Si(L) =H U+ dr + ar +..., 
d’où | 
f(z) = Tite) 

la variante /,(u,) — a, est, comme tout à l’heure, infiniment petite 
pour m infini; d’ailleurs, le produit w,,f,(un) = f(un) finissant par 
être constamment nul, et le premier facteur w,, constamment diffé- 
rent de zéro, le second facteur /, (4) finit par être constamment nul, 
d’où l’on déduit encore a, = 0. 


Posant alors: 
IA 2) = G+ GF +..., 


dou 

Jie) = tt fy (2), 
on démontrera de même que a, est nul, puis a3, et ainsi de suite in- 
définiment. 

IT. Il suffit maintenant de faire voir que, sila proposition est exacte 
pour une série entière dépendant de nm — 1 variables, elle l’est encore 
pour la série (8), dépendant des n variables æ, y, .... A cet effet, 
ordonnons-la par rapport à æ, et mettons-la sous la forme 


AC.) HAICY: -. 2) AAS, JE 
où 


(9) Apl(Vy r) ATU che Math 


désignent des séries entières dépendant des n — 1 variables y, .... 

En ne considérant les indices m, r, ... qu’à partir de valeurs suffi- 
samment grandes, les variantes u,, ¢,, ... sont constamment diffé- 
rentes de zéro, et la quantité /(u,, ¢,,...) constamment égale à zéro. 
Dans ces limites, si l’on attribue aux n — r indices r, ... un système 
déterminé de valeurs particulières, l'expression 


A 0(Prs «+ +) + As (Or - +») Un + Ag (0,, ...)U2, +... 
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s’évanouit quelle que soit la valeur attribuée à m, puisque ce dernier 
indice est indépendant des premiers, et l’on a par conséquent (1) 


DUR ne life te.) SAG Oye ) ==. c0, 


Mais les indices 7, ... étant à leur tour indépendants les uns des 
autres et les valeurs particulières que nous venons de leur attribuer 
étant arbitraires, il résulte de l’exactitude supposée du théorème 
dans le cas de n — 1 variables que les coefficients des diverses séries 
(9) sont tous nuls, et par suite ceux de la proposée (8). 


11. De là résulte immédiatement la conséquence suivante : 


Soient f(x, y,...), @(x,y,...) les sommes de deux séries entières 
par rapport aux n variables imaginaires æ, y, ...; Un, Pry ..., n va- 
riantes imaginaires ayant toutes zéro pour limite, et remplissant en outre 
les deux conditions suivantes : 1° chacune d’entre elles, considérée isole- 
ment, demeure constamment différente de zéro, aussitôt que la valeur de 
son indice surpasse quelque entier convenablement choisi; 2° la différence 


Seas Pry ss -— O( Um, Vpry +s =) 


demeure constamment égale a zéro, aussitôt que les indices m, r, ..., 
tous indépendants les uns des autres, surpassent respectivement certains 
entiers. 

Cela étant, les coefficients des termes semblables dans les deux séries 


sont respectivement égaux. 


12. Nous pouvons maintenant énoncer la propriété générale qui doit, 
à notre avis, servir de base à la théorie des fonctions. Nous en indi- 
querons à la suite un certain nombre d’autres, presque toutes emprun- 
tées à M. Méray, et qui, si l’on suppose connue la théorie des séries 
entières, peuvent se déduire facilement de la propriété dont il s’agit. 
Ces indications seront parfois accompagnées de démonstrations, et 
nous aurons toujours soin, pour que la comparaison puisse être facile- 
ment établie, de renvoyer le lecteur aux passages correspondants de 
l’'Ouvrage de M. Méray. | 

En désignant par x, y, ... des variables imaginaires en nombre 
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quelconque, nous dirons qu'une fonction f(x, y, ...), considérée dans 
un espace normal (8), y est olotrope ('), si à chaque point (a, ie) 
de l'espace en question on peut faire correspondre quelque groupe de 
quantités positives 6,, ¢,, ..., et quelque série entière en Re hee as 
jouissant conjointement des propriétés suivantes : 1° cette série admet 
comme rayons de convergence les quantités d,, à,, ...; 2° sa somme a 
pour valeur f(a +h, y +4,...), tant que les accroissements h, #, ... 
ont des modules respectivement inférieurs à Sas Os ..., et que le point 
(a +h,y +k,...) tombe dans l’espace donné. 

Les quantités 6,, à... se nommeront alors les olometres de la fonc- 
tion au point (x, y,...). 

Une fonction de x variables imaginaires, olotrope dans toute l'éten- 
due de l’espace à 27 dimensions, sera dite éndéfiniment olotrope. 

I ne faut jamais perdre de vue que notre définition d'une fonction 
olotrope implique essentiellement la nature normale de l'espace où on la 
considere. Faute de cette restriction, la théorie des fonctions olotropes 
pécherait par la base : le lecteur devra donc la sous-entendre constam- 
ment dans toute la suite du présent paragraphe, alors même que nous 
ne la spécifierions pas d’une manière expresse. 


13. Voici quelques exemples tres simples de fonctions olotropes (*). 
I. Une fonction entière est indéfiniment olotrope, etadmet en chaque 
point des olomètres de grandeur indéfinie. 
II. La fonction 
I 
FAI TARA 


— = ak: 
(2 FIN Xo)? (y — Yo)? 5 


où & Yo, --. désignent les coordonnées imaginaires d'un point fixe, 
et p,q, --. des entiers positifs, est olotrope dans la portion d'espace 
(évidemment normale) constituée par l’ensemble des points où aucune 
des différences æ —a,, y — y», ... nes’évanouit, et elle admet comme 
olomètres au point (a, y, ...) les modules de ces différences. 

IT. Lorsqu'une série entière en x — ay, y — Vo, ... admet quelque 
système de rayons de convergence (et par suite une infinité), sa somme 


(1) Nouveau Précis, p. 42 et 43. 
(2) Ibid., p. 44 et 45. 
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à une valeur bien déterminée en chaque point où les différences æ — x,, 


Y — Yos -.. présentent des modules respectivement inférieurs aux 


rayons de our un des systèmes; cette somme est donc une fonction 
de x, y, ... dans l’espace (évidemment normal) formé par l’ensemble 
des points en question. 

Cela posé, on prouve facilement : 1° que la somme de notre série 
est une fonction olotrope dea, y, ... dans l’espace ainsi défini; 2° qu’en 
désignant par a, y, .. les coordonnées imaginaires d’un point quel- 
conque de ce dernier, et par R,, R,, ... des rayons de convergence 
choisis de manière à rendre positives les différences 


R;— mod(z— ax), R,— mod(y— yo), 


la fonction admet comme olomètres en (x, y, ...) les différences dont 
il s’agit. j 

4('). Stune fonction f(x, y,...) est olotrope dans un espace donné, 
les coefficients du développement de f(a +h, y +h, ...) en une série 
entière par rapport ah, k, ... sont des fonctions de x, y, ... olotropes 
dans le méme espace, et admettant en chaque point de cet espace les olo- 
metres de la proposée. 


En premier lieu, chacun des coefficients dont parle FPénoncé a une 
valeur déterminée en tout point (a, y,...) de l’espace donné et peut 
dès lors y être considéré comme une fonction des mêmes variables in- 
dépendantes que la proposée. Désignons, en effet, par (2, y,...) un 
point déterminé quelconque de cet espace, par A, #, ... des accroisse- 
ments variables attribués aux valeurs initiales x, y, ..., et supposons 
qu'à partir de ces dernières la valeur de la fonction soit exprimable 
par un premier développement entier en , #, ... avec les olomètres 
SATA ppeas parun second développement ¢ de méme nature avec les 
olomètres à, ¢,, .... Si l’on nomme alors Tu Oy «.. des quantités 
positives tétusant aux relations 


1 de ve | Oy 
dx = ns dE a ey 


(1) Nouveau Précis, p. 46. 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome VIII. — Mars 1891. 10 
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les deux développements dont il s’agit ont des sommes égales tant que 
le point 


(10) (2th, y+hk,...), 


sans sortir de l’espace proposé, donne lieu aux inégalités 


à! 


mod A < 0°, modk < dj 


[ls ont donc leurs coefficients semblables respectirement égaux, 
puisque cet espace est normal (8) (11). 

En second lieu, si l’on désigne par /,,,..(æ, y, ...) le coefficient de 
hPkt... dans le développement de f(a +h, y + #,...), la quantité 


(11) Tor (cth,y+hk,...) 


est exprimable, dans les mêmes limites que cette dernière, à l’aide 
d’une série en h, k, .... Effectivement, si le point (10) de l’espace 
considéré donne lieu aux relations 


modh < d», modk < 0,, eS 


x NJ N pute x . ’ 
DUO Uys désignent les olomètres de la fonction proposée en 
(æ, y,.…), et si le point 


(t+h+h, y+k+k,..) 
du même espace donne lieu aux relations 
mod + mod! < à,, mod # -+ modk’ < 6,, ae 


on peut, apres avoir développé f(x+h+#,y+4k+#,...) en une 
série entière par rapport aux sommesh+h’, k+#, ..., transformer 
celle-ci en une série entière par ‘apport à toutes les quantités A, #, ..., 
W’, k’, .... Or, dans cette nouvelle série ordonnée par rapport à A’, 
kK’, ..., le coefficient de 4?#7... constitue le développement cherché 
de l'expression (11), 


[5. Supposons actuellement qu'au lieu d'attribuer à toutes les va- 
riables sans distinction des accroissements à \ partir de valeurs ini- 
tiales déterminées, on en attribue seulement à quelques-unes d’entre 
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elles. Partageons à cet effet les variables indépendantes en deux 
groupes 
HAE RE LE 


Ve ie sr5) 


et, considérant une fonction f(x, ..., y, ...), olotrope dans un espace 
donné, désignons par (a, ..., y,...) un point déterminé de cet espace, 
par 2, ... des accroissements attribués à æ, .. .; supposons enfin que, 


GPS 
Ov 
désignant des constantes positives, la quantité 


PEAS ne tence) 


soit exprimable à l’aide d’une première série entière enh, ..., tant 
que le point 


(12) CR tate a: Vy tn) 5 
sans sortir de l’espace considéré, donne lieu aux inégalités 
mod À < dy, AT 


puis, qu’elle soit de même exprimable à l’aide d’une deuxième série 

entiere, tant que le point (12), sans sortir de l’espace en question, 
| 

donne lieu aux inégalités analogues 


mod <0}, 
Si l’on nomme alors à’, ... des quantités positives satisfaisant aux 
relations 
weld 
Cus y? Ore 
La 


les deux développements dont il s’agit ont des sommes égales, tant 
que le point (12), sans sortir du même espace, donne lieu aux rela- 
tions 

BRO Oi as « 5 
et il résulte encore des n°* 8 et 11 que les coefficients de leurs termes 
semblables sont respectivement égaux. 
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En conséquence, le développement unique de la quantité 
FIL ER ne 
peut s'obtenir en faisant k = 0, ... dans celui de la quantité 
fle thy TES FAI 


16. Si l’on désigne par /(x, y, ...) une fonction olotrope dans un 
espace donné, le terme indépendant de h, k, ... dans le développe- 
ment de f(a +h, y +4, ...) est précisément /(æ, y, ...). Les coef- 
ficients des premières puissances de 2, &, ... se nomment les dérivées 
premières de f(x, y, -..), prises par rapport aay ye respectivement. 

En vertu du numéro précédent, le coefficient de la premiere puis- 
sance de À dans le développement de f(a +h, y + &, ...) est le même 
que dans celui de f(x +h, y, ...). Pour obtenir la dérivée première 
de f(x, y, ...) par rapport à a, on peut donc opérer comme si æ était 
la seule variable, en considérant les autres comme momentanément 
réduites à des constantes, ce qui ramène toujours le calcul d’une dé- 
rivée première au cas d’une seule variable indépendante ('). 

Comme les dérivées de f(a, y, ...) sont olotropes dans le même 
espace que la proposée et avec les mêmes olomètres en chaque 
point (14), elles ont des dérivées jouissant de cette propriété; de 
même, pour celles-ci, leurs propres dérivées, et ainsi de suite indéfi- 
niment. Ces dérivées de dérivées sont les dérivées partielles de tous 
ordres de f(x, y, .- Eee 

On prouvera facilement : 


1° Qu'une dérivée d'ordre supérieur dépend uniquement des nombres 
exprimant combien de fois on a dérivé par rapport à chaque variable, 
dans quelque ordre que ces opérations partielles aient pu être exécu- 
tées (° ); 

2° Que la dérivée d'ordres partiels p, q,... de PIC ...) est égale 
au produit qu'on obtient en multipliant par le facteur numérique 


(1) Nouveau Précis, p. 47. 
(2) Zbid., p. 49. 
(3) Ibid., p. 49 et 50. 
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T.2...p.'.2...9.-. le coefficient de h? ki... dans le développement de 
(ee hoy +h...) (’). 


17. Toute fonction olotrope est continue (1 47). 


Cette proposition résulte de la continuité des séries entières, com- 
binée avec la définition du n° 12. 


18. Si dans un espace (normal), où la fonction J(&,Y,...) des n varia- 

bles imaginaires | | 
TM A ae, VE Y' rip, 

est supposée oloirope, on considère une portion limitée et complète K (nor- 

male ou non) ( 2), les olometres de TAC ARE .) en un point variable de la 

portion dont il s agit restent toujours au moins égaux à certaines quan- 

tutes positives fixes. 

I. S'il existe dans la portion E quelque point où l’un au moins des 
olomètres tombe forcément au-dessous de la constante positive w, on peut, 
suivant une lot bien déterminée, assigner dans cette portion un point tel 
que l’un au moins des olomètres y soit forcément < o. 


L'espace E, étant limité, se trouve entièrement contenu dans quelque 
intervalle complexe J, (3). Divisons en deux parties égales chacun 
des 27 intervalles simples 


wa Xx, a aX", yay, yay’, 


0 


de l'association desquels ce dernier résulte, ordonnons les intervalles 
complexes partiels fournis par cette subdivision (6*, Il), et appe- 
lons J, le premier d’entre eux contenant quelque point de E où l’un 
au moins des olomètres de f(x, y, ...) tombe forcément au-dessous 
de w. En opérant sur l'intervalle 3, comme nous l’avons fait sur J,, 
et ainsi de suite indéfiniment, nous obtiendrons une succession illi- 
mitée d’intervalles complexes 


(13) Ji, 3, PC En) Sa, CAT] 


jouissant de la triple propriété que nous allons énoncer : 
1° Chacun d’eux fait entièrement partie du précédent; 


(1) Nouveau Précis, p. 51. 
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2° Celui de rang q est formé d’intervalles simples ayant pour gran- 


deurs respectives les valeurs numeriques de 
Kine, Xe, Voy, Woy, 


271 ? 271 ? 291 ? 2-1 ? 


3° Chacun des intervalles (13) contient quelque point de E où l’un 
au moins des olomètres tombe forcément au-dessous de «. 

Cela posé, nous désignerons par (w), la variante complexe (4°) 
ayant pour coordonnées réelles les valeurs extrêmes minima des 27 in- 
tervalles simples dont est formé J,, et nous démontrerons successive- 
ment les points suivants : 

1° La variante complexe (u), tend vers une limite (y), située dans l’un 
quelconque des intervalles (13); car la distance des deux points (w),, 
(u)y:rs inférieure à 


(14) a VEX — EXT EP LOT Se 


est infiniment petite pour g infini, et le point (u),,, reste compris, 
quel que soit r, dans l’espace complet J, (4*) (5*). 


2° Le point (v) fait nécessairement partie de l ‘espace KE. 


Car, dans le cas contraire, l’intervalle 3, contiendrait, en même 
temps que (v), quelque point de l’espace dont il s’agit, et la distance 
de (v) à un pareil point pourrait ainsi devenir inférieure à la quan- 
tité (14), par suite à toute quantité donnée. Or c’est là une conclu- 
sion absurde, puisque l’espace donné est complet, et que le point (v), 
s’il n'y est pas compris, ne peut lui être que complètement exté- 
rieur (2). 

3° Les olomètres de f(x, y, … .) au point (vu) ne peuvent être à la fois 
supérieurs à 0). 

Supposons, en effet, qu’ils le soient tous, désignons par &, n, ... 
les coordonnées imaginaires du point (v), par &, à, ... les olomètres 
dont il s’agit, et para, y,... les coordonnées imaginaires d’un point 
quelconque commun à E et à J,. A partir d’une valeur de q suffisam- 
ment grande, les modules de æ —%, y —y,... tombent au-dessous 
de toute quantité donnée, parce qu'ils sont inférieurs à l’expres- 
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sion (14). Dès lors, les olomètres de la fonction en a, y, ..., au moins 
égaux aux différences 


d— mod(æ—Ë), d,— mod(y —n), 


(13, III), deviennent supérieurs à w pour g suffisamment grand, ce 
qui est impossible, puisque le point (a, y,...) peut toujours être 
choisi de manière que l’un au moins des olomètres y tombe forcément 
au-dessous de cette quantité. 


IT. Adoptons pour un instant la conclusion contraire à celle de notre 
énoncé général, et admettons que, en désignant par © une quantité 
positive de petitesse arbitraire, il existe quelque point de E où l’un 
au moins des olomètres tombe forcément au-dessous de w. En dési- 


a on a . . I . . 
gnant par m un entier positif arbitraire, et prenant 6 = —, il existe, 


d’après l’alinéa I, quelque variante complexe (4*) 
(a (eee) ms 30 >) 


tombant constamment dans l’espace E, et telle que, au point (¢),,, l'un 
: . é : ; I 
au moins des olomètres de f(x, y,...) soit forcément $—- La va- 


riante (¢),, ne sortant jamais d’un espace limité, une variante 
(Ww) p= (ta (aay y, mia as 


convenablement extraite de (¢,), sera convergente (6*), et l’un au 
moins des olomètres de f(a, y,...) y sera forcément inférieur ou au 


5 5 el : I bears 
plus égal a la variante infiniment petite me Sa limite-CS,.H,:. -.). sera 


. . r ? 7 F x ® Ny NY 
d’ailleurs située dans l’espace E (5*). Or, si l’on nomme og, 04, . 
les olomètres de la fonction en (2, H,...), celle-ci admettra en 
(2, y®,...) des olomètres au moins égaux a 


d= — mod(Æ—x(#)), dg—mod(H—y')), ..., 


c’est-à-dire à des quantités tendant vers les limites positives cz, 
du --. pour & infini, et finissant, contrairement à ce qui précède, par 


= A . : . : I 
être toutes supérieures à la variante infiniment petite or 


k 


ne el un are continu whee dans 
fonction en un point variable de l'arc a agit resten 
“moins égaux à certaines quantités positives, fixes. PTE i “ 
te = TAr En désignant pace Li M 


deux groupes de variables ee en nombres respectivement queleonques, cc 
st les eur réelles ; 


(By i Lists Héir 


en méme nombre que les variables du premier groupe, sont toutes conti- 
nues (7*) dans un même espace E,,,.., et st le point obtenu par U associa- 
tion de leurs valeurs (15) ne sort jamais d'un espace E,,.. où la fonction 
réelle f(s, ...) jouisse de cette propriété, la fonction 


JUZ(S, 6, rey | : 


ee — 


est continue dans l'espace E,,, …. 


Soient en effet 


(St -<-) un point fixe de E.— ; 
| =), --. les valeurs correspondantes des fonctions (15); 
+ 2 un nombre positif choisi à volonté; | M - 
+ 3 un deuxième nombre positif tel que la différence 


| = S (4, seal 


soit numériquement inférieure à x, toutes les fois que le point(s, ...) 
de l’espace E, … satisfait aux relations 


val. num. (s — 39) < 8, nee 
y un dernier nombre positif tel que les différences 


(ACR porte ES À CNE EN + 


que n'etait sr ele eds pre. en 0 le Niort à 


soient toutes numériquement inférieures à 6, dès que le point (s, 2, ...) 


SUR LES PRINCIPES DE LA THÉORIE GÉNÉRALE DES FONCTIONS. SI 


de l’espace E,,. satisfait aux relations 
(16) val. num. (s — 5) < y, val, num. ({— 4) < y, 
Cela posé, on voit immédiatement que la différence 
RSR | Sa AS) +] 


est numériquement inférieure à «, dès que le point (s,4, ...) de l’es- 
pace E,,,.. satisfait aux inégalités (16). 

Il. Si l’on désigne par m un entier positif, et que l’on considère la 
fonction réelle et positive ‘Vz dans l’espace que définit la relation 
=20, il suffit, pour que la différence de deux valeurs de la fonction 
soit numériquement inférieure à «, que la différence des valeurs de 3 
soit numériquement inférieure à &”. 

A plus forte raison cette fonction est-elle continue dans l'espace dont il 
sagu. 

If. Sz, dans l’espace indefini relatif au groupe des variables :, ..., 
on considère un arc continu dépendant du groupe des variables réelles s, 
t, ... (3), la distance du point fixe (z,,...) de cet espace a un point 
variable (z,...) de cet arc est une fonction continue de s, t, ... dans 
l'intervalle complexe où ces dernières quantités sont assujetties à se mouvoir. 

Il suffit d'observer que la distance en question se déduit de l’expres- 
sion 


Wi oe tal ER 


en y remplacant les variables z, ... par leurs valeurs tirées des for- 
mules qui définissent l’are, puis de combiner avec la continuité des 
fonctions entières les alinéas [ et II du présent numéro. 

IV. Comme un intervalle complexe jouit évidemment de la propriété 
d’être limité et complet (2), il résulte en particulier de l'alinéa HI: 
1° que la distance au point (o,...) d’un point variable (s, ...) de l'arc 
reste constamment inférieure à quelque quantité fixe (10*); 2° que 
la distance du même point variable à un point fixe (3,, ...) non situé 
sur l’arc reste constamment supérieure à quelque quantité positive 
fixed 11). 

La proposition que nous avons en vue se présente alors comme une 
conséquence immédiate de celle du numéro précédent. 

Ann, de Ec. Normale. 3° Série. Tome VII. — Mans 1897. {I 
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20 ('). Sovent 
f(x, ¥,+++) une fonction olotrope admettant comme olomètres les con- 
stantes positives D, Sy, .…. dans une portion limitée (normale ou non) 


de l’espace où on la considère ; 


D, Oy «++ des constantes positives respectivement inférieures aux prece- 
dentes ; 
(12 n 
17) ei & Y i | ERP 
(3 RARE ds L'AIR MEAT Ae 


~ le développement de la fonction proposée par la formule de Taylor a 
partir des valeurs initiales x, y, ... 


Cela étant, on peut assigner une quantité positive au-dessous de laquelle 
tombe constamment le module du développement (17), pour tous les sys- 
tèmes de valeurs de x, y, ... correspondant aux divers points de la por- 
tion limitée dont il s'agit, et pour toutes les valeurs de h, k, ... de modules 


NU 


respectivement inférieurs ou égaux à Ds Ds =... 


21 (?). St du développement (17) on extrait une série partielle en y 
prenant tels termes qu'on voudra, et les divisant par tel monôme entier 
enh, k,..., MPEkT..., qu'ils pourraient avoir comme facteur commun, la 
somme des modules reste, dans les limites ci-dessus spécifiées (20), con- 
stamment inférieure à quelque quantité positive fixe. 


22(%). Soient f(x, y,...) une fonction olotrope admettant les olo- 
metres On, by ... dans une portion déterminée de l'espace où on la consi- 
dére, et 0 ds ... des quantités positives respectivement inférieures à 
ceux-ct : st pour tous les systèmes de valeurs de x, Y, ++. correspondant 
aux divers points de la portion dont il sagu, et pour toutes les valeurs de 
h, k, ... de modules inférieurs ou égaux à On; dus .…, le développement 
par la formule de Taylor de f(a +h, y +h, .. .) conserve un module 
constamment inférieur à la quantité positive M, la dérivée d'ordres par- 


(1) Nouveau Précis, p. 57 et 58. 
(2) Ibid., p. 65. 
(HET TARN D 86: 


F 
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uels p,q, ...de f(x, y, ...) conserve, dans toute l'étendue de la portion 
considérée, un module constamment inférieur à 
DR Pel Die ai A 
M Re MU 
ap Sa 

23 ('). Lorsque deux fonctions, olotropes dans un méme espace, y sont 
identiquement égales, leurs dérivées semblables le sont aussi. 

Inversement, deux fonctions, olotropes dans un méme espace con- 
tinu (4), y sont identiquement égales, st, en quelque point de cet espace, 
les valeurs de l’une d’entre elles et de ses diverses dérivées sont respective- 
ment égales a celles de l’autre et de ses dérivées semblables. 


24. Soient f(x, y, ...) une fonction olotrope dans un espace continu, 


el 
CAT Los CCM.) Xing COE) 
Fi» V2 9 Vrs CCR 7 


.…, ., sey ., 


des suites illimitées dans chacune desquelles les termes sont tous inégaux. 
Si, à partir de valeurs suffisamment grandes de m, r, ..., le point 
(Lms Yrs ++.) est constamment situé dans quelque portion limitée et com- 
plete (2) de l’espace dont il s'agit, et qu'en même temps la quantité 
JT (Lny Vrs --.) Soit constamment égale à zéro, la fonction f(x, y,...) est 
identiquement nulle dans l’espace donné. 


25. Soient 
LT, Ys 55% 
a, y'; 
n variables imaginaires partagées en deux groupes; E, E’ certaines por- 


tions des deux espaces indéfinis qui correspondent respectivement à 
ces deux groupes de variables, et 


(18) (E, E’) 


la portion de l’espace indéfini a 27 dimensions qui résulte de la con- 
sidération simultanée des précédentes. Il est extrêmement facile de se 


(1) Nouveau Precis, p. 61, 62 et 63. 
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convaincre : 1° que si chacun des espaces E, E est normal, Gun par 
rapport au groupe æ, Y, +.» l'autre Pep a PRO au A à xv, A a 
l’espace (E, E’) jouit de cette propriété par rapport a pa: le de 
toutes les variables; 2° que si chacun des espaces E, FE’ est continu, 
l’espace (E, EB’) ne peut manquer de l'être aussi. 

Cela posé : ; 

Si l’espace (18) est composé avec deux espaces normaux; el st la fonc- 
Lion). CORY RETRO" Gees) olotrope dans l'espace en question, y est ae 
dépendante des valeurs attribuées aux variables x, y, ..., toute dérivée 
intéressant quelqu'une de ces dernières (avec ou sans les variables x", 
AT SON annule identiquement. 

Inversement, en supposant l’espace (18) composé avec deux espaces 
normaux et continus, la fonction f(x, y,...,æ", y’, ...), olotrope dans 
l'espace en question, y est indépendante des valeurs attribuées aux varia- 
bles x, y, ..-, lorsque ses dérivées du premier ordre relatives à ces variables 
s'y annulent toutes identiquement (' ). 


26. Nous avons vu à l'alinéa III du n° 13 qu’une série entière en 
XL — Los Y — Vo, -.. (admettant quelque système de rayons de conver- 
gence) définit une fonction olotrope de x, y, ... dans l’espace formé 
par l’ensemble des points intérieurs à divers systèmes de circonférences 
respectivement décrites de a), y,, ... comme centres. 

Réciproquement (?), toute fonction olotrope dans un pareil espace y 
est exprunable à l’aide d'un seul et méme développement entier en x — x,, 
Y —Yos ++, qu coincide, naturellement, avec celui de Taylor, effectué à 
partir des valeurs initiales x, yo. «. 

En particulier, st une fonction Te .) est indéfiniment olo- 
trope (12), le développement de S(e@oth, yy t+h,.. .) est applicable 
quels que soient et les valeurs initiales a,, y,, ... et les accroisse- 
ments h, k 


9 e888 


27 (*). On appelle composition des fonctions l'opération qui con- 


(*) En supposant que le nombre de variables imaginaires du groupe a’, y',... se ré- 
duise à zéro, on retombe sur une proposition énoncée à la page 63 du Nouveau Précis. 

(2) Nouveau Précis, p. 87 à gr. . 

(3) Zbid., p. 98 et suiv. 


SUR LES PRINCIPES DE LA THÉORIE GÉNÉRALE DES FONCTIONS. 85 


siste à substituer aux variables u, 6, ... d’une fonction donnée f(u, ¢, ...) 
autant de fonctions données 


(19) ‘ U2, ..) Via, 7; reeds 


d’autres variables x,y, ..., ce qui engendre évidemment une nouvelle 
fonction de ces dernieres, 


Bes oh FL (es, 7, ee se Ulan Vater ES P 


Relativement à cette opération, les fonctions (19) sont dites simples, 


J(u,v,...) se nomme la fonetion composante, et F(a, y,...) la fonc- 


tion composée. 

Cela posé, sv les fonctions simples (19) sont toutes olotropes dans un 
espace H,,y,..; st la composante f(u,¢,...) jouit de la méme propriété 
dans un espace E,,,,..; st enfin les valeurs des fonctions simples en chaque 
point du premier sont les coordonnées imaginaires de quelque point du 
second, la fonction composée F(x, y,...) est certainement olotrope dans 
le premier espace. 

En outre, le développement de la fonction composée à partir du 
point initial (av), 7% ...-), arbitrairement choisi dans E, ,., peut s’ob- 
tenir en combinant le développement de la composante, effectué a 
partir des valeurs correspondantes w,, %, ... des fonctions simples, 
avec ceux de- 

UC ya hy, OV, 7, 2.) Po, ve oy 
effectués à partir de x,, yo, ... : il suffit de remplacer respectivement 
par les derniers développements les différences 


U— thoy V— Vo, 


qui figurent dans chaque terme du premier, d'appliquer à chaque 
résultat la règle de multiplication des séries, de former, sans omis- 
sion ni répétition, une série procédant suivant les termes élémen- 
taires des séries partielles ainsi obtenues et d'opérer finalement la 
réduction des termes semblables en 2 — 2, y — yo, +... 


28 (‘). Designons par 
(20) Hit PS Nes) FACE OO MERE ob), 


(1) Nouveau Précis, p. 109 et 110. 
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des fonctions toutes olotropes dans un même espace, el supposons que, pour 
chaque point particulier (2), ¥o,+++) de l’espace en question, on puisse 
assigner : 1° un Système d’olometres 6 ns Ges ... commun en ce pout a 

. . , . \ , LA 
toutes les fonctions de la suite (20), mais variable d'un point a l'autre ; 
2° un groupe de quantités positives 

dx y dy, sees 
el une serie convergente a termes positifs 
M,+M,-+...+M,+..., 


variables encore d'un point a l'autre, et tels que les développements par 
la formule de Taylor des quantités 


fi (to + À, york, ° Be 
Sa (tot Ay Yo Ky 2 ds 


o 
pour toutes valeurs de h, k, ... de modules respectivement inférieurs ou 
' . Ww NZ 
ÉBAUT On Oyy «un « 
Cela étant, la somme de la série 


conservent des modules respectivement inférieurs à M,, M,, ..., Mg, --- 


SCE. Pre.) Fa hs oo) FRET NF 


absolument convergente dans toute l'étendue de l ‘espace donné, y esten 
outre une fonction olotrope de x, y, ..., et les olomeétres de cette dernière 
CN (Lys Vos») SONT au moins égaux à À, Ds ..-. 
Cette somme f(a, y,..-) se différentie d’ailleurs terme à terme, 
comme s'il s'agissait d'une série entière ou d’un simple polynôme. 
Enfin, pour obtenir le développement, à partir des valeurs particu- 
litres ay, Yo, ..., soit de la fonction /(æ, y,...), soit de quelqu’une 
de ses dérivées, il suffit de considérer la série ayant pour termes les 
développements correspondants soit des fonctions (20), soit de leurs 
dérivées semblables, de la transformer en une autre (absolument con- 
vergente) procédant suivant les termes élémentaires des séries par- 
tielles, et d'opérer dans la série résultante la réduction des termes 
semblables en æ—x,, y — yy, 


.…... 


(A suivre.) 
—— “> aa — 


CONSIDÉRATIONS COMPARATIVES 


SUR LES 


RECHERCHES GÉOMÉTRIQUES MODERNES, 


Par M. Féurx KLEIN ('), 


PROFESSEUR A L'UNIVERSITÉ DE GOETTINGUE. 


Programme publié à l'occasion de l’entrée à la Faculté de Philosophie 
et au Sénat de l’Université d’Erlangen, en 1872. 


Trapucrion pe M. H. PADÉ. 


Parmi les travaux effectués depuis cinquante ans dans le domaine 
de la Géométrie, le développement de la Géométrie projective occupe 
la premiere place (vor Note 1). Si, au début, ila pu sembler que les 
relations dites métriques ne pussent lui être accessibles, parce qu'elles 
ne sont pas projectives, on a récemment appris à les concevoir égale- 
ment au point de vue projectif, en sorte que la méthode projective 


(1) Après l'apparition, il y a à peu près un an, dans les Annali di Matematica, d'une 
traduction italienne de mon programme d’Erlangen, j'ai accepté d’autant plus volontiers 
la proposition de M. Padé d’en publier aussi une traduction française que, actuellement, la 
théorie des groupes semble, plus que jamais, occuper en France l'attention, et que, par 
suite, le contenu de mon programme y excitera peut-être quelque intérêt. Dans la traduc- 
tion italienne, j'avais apporté au texte un petit nombre de modifications et ajouté quelques 
notes rectificatives; elles sont passées ici sans modification, et ont été également mises en 
év.dence dans le texte au moyen de crochets [ ]. Des travaux postérieurs, je n’en ai cité 
aucun, quelque près qu’ils touchassent le sujet; c'est qu'un compte rendu systématique 
des travaux parus depuis 1872 est une tâche de longue haleine, qui ne me semble pas 
réalisable sans un remaniement complet et détaillé des idées émises dans mon pro- 
gramme; je puis espérer l’accomplir dans un avenir plus éloigné. F. KLEIN. 
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embrasse maintenant la Géométrie tout entière. Les propriétés mé- 
triques n’y apparaissent toutefois plus comme des propriétés intrin- 
sèques des êtres de l’espace, mais bien comme des relations de ceux-ci 
avec un élément fondamental, le cercle imaginaire à l’infini. 

Si l'on compare les notions de la Géométrie élémentaire à cette ma- 
nivre, peu à peu acquise, de considérer les êtres de l’espace, on est 
conduit à rechercher un principe général d’après lequel on puisse édi- 
fier les deux méthodes. Cette question paraît d'autant plus importante 
que, à côté de la Géométrie élémentaire et de la Géométrie projective, 
prennent place d’autres méthodes, assurément moins développées, 
auxquelles il faut accorder le même droit à une existence propre. 
Ainsi, la Géométrie des rayons vecteurs réciproques, la Géométrie des 
transformations rationnelles, etc., géométries qui, dans ce qui suit, 
seront encore mentionnées et exposées. 

En entreprenant ici l'établissement d’un tel principe, nous ne déve- 
loppons assurément aucune pensée particulièrement neuve : nous ne 
faisons que donner une expression claire et nette à ce que beaucoup 
ont pensé d’une façon plus ou moins précise. Toutefois, la publication 
de considérations destinées à établir un tel lien a paru d'autant plus 
justifiée que la Géométrie, bien qu'elle soit une par essence, ne s’est 
que trop scindée, en raison du rapide développement qu'elle a pris dans 
ces derniers temps, en des disciplines presque séparées (voir Note Il), 
dont chacune continue de se développer presque indépendamment 
des autres. Nous avons encore eu l'intention particulière d'exposer les 
méthodes et les points de vue que Lie et moi avons développés dans de 
récents travaux. Malgré la diversité de leurs objets, ees travaux se sont 
rencontrés dans la manière générale ici exposée de considérer les 
choses; par suite, il était en quelque sorte nécessaire de discuter 
également celle-ci, pour les caractériser quant à leurs objets et à leurs 
tendances. 

Si jusqu'ici nous n'avons parlé que de recherches géométriques, il 
faut comprendre avec elles celles relatives aux multiplicités à un 
nombre quelconque de dimensions, issues de la Géométrie quand on 
fait abstraction des figures qui, au point de vue purement mathéma- 
lique, ne sont nullement essentielles (voir Notes IH et IV). L'étude 
des multiplicités comprend tout autant de genres différents que celle 


CONSIDÉRATIONS SUR LES RECHERCHES GÉOMÉTRIQUES MODERNES. 89 


de la Géométrie, et il y a lieu, comme pour celle-ci, de mettre en évi- 
dence ce qu'ont de commun et de différent des recherches entreprises 
indépendamment l’une de l’autre. Au point de vue abstrait, il n’eût été 
besoin, dans ce qui suit, que de parler de multiplicités à plusieurs di- 
mensions; mais, en rattachant l’exposition aux notions plus familières 


de l’espace, elle devient plus simple et plus intelligible. En partant 


de la considération des êtres géométriques et en développant sur eux, 
comme exemple, les idées générales, nous suivons la voie qu’a prise la 
Science dans son développement et qu’il est le plus profitable d’adop- 
ter pour base de notre exposition. 

Une indication préliminaire du contenu de ce qui suit n’est pas pos- 
sible ici, car il ne peut guère être ramené à une forme plus con- 
cise ('); les titres des paragraphes donneront la marche générale des 
idées. J'ai ajouté à la fin une série de Notes, dans lesquelles j’ai déve- 
loppé davantage des points particuliers quand cela m'a paru utile à 
l'exposition générale du texte, ou bien je me suis efforcé de séparer le 
point de vue mathématique abstrait, qui est celui adopté pour les con- 
sidérations du texte, de points de vue qui lui sont associés. 


§ I. — Groupes de transformations de l’espace. Groupe principal. 
Probléme général. 


Des notions nécessaires pour les considérations qui vont suivre, la 
plus essentielle est celle de groupe de transformations de l’espace. 

La composition d’un nombre quelconque de transformations de l’es- 
pace (?) redonne toujours une telle transformation. Supposons main- 
tenant qu’un ensemble donné de transformations ait la propriété que 


(1) Cette concision de la forme est un défaut de notre exposition, et il y a lieu de 
craindre qu’il n’en rende l'intelligence sensiblement plus pénible. Je n'aurais pu toutefois 
y remédier que par une exposition beaucoup plus étendue où auraient été développées en 
détail les théories particulières qui ne sont ici que touchées. 

(2) Nous entendons que les transformations sont toujours appliquées à la totalité des 
éléments de l’espace, et parlons par suite purement et simplement de transformations de 
l’espace. Les transformations, comme, par exemple, celles par dualité, peuvent introduire, 
au lieu de points, des éléments nouveaux. Dans le texte, ce cas ne se distingue pas des 
autres. 

Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome VIII. — Mars 1891. 12 
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toute transformation résultant de la composition d’un nombre quel- 


conque d’entre elles appartienne aussi à l’ensemble, il constitue ce que 


l’on nomme un groupe de transformations ('), (*). 
L'ensemble des déplacements (chaque déplacement étant considéré 


comme une opération effectuée sur la totalité de l'espace) offre 


l'exemple d’un groupe de transformations. Un groupe qui y est con- 


tenu est formé, par exemple, par les rotations autour d’un point (*). 
Un groupe qui, au contraire, le contient est formé par l'ensemble des 
transformations homographiques. Par contre, l’ensemble des transfor- 
mations dualistiques ne forme pas de groupe, car deux telles transfor- 
mations redonnent, quand on les compose, une transformation homo- 
graphique; mais on obtient de nouveau un groupe en associant les 
transformations dualistiques et homographiques (*). 

Il y a des transformations de l’espace qui n’alterent en rien les pro- 
priétés géométriques des figures. Par nature, ces propriétés sont, en 
effet, indépendantes de la situation occupée dans l’espace par la figure 
considérée, de sa grandeur absolue, et enfin aussi du sens (*) dans 
lequel ses parties sont disposées. Les déplacements de l’espace, ses 
transformations avec similitude et celles par symétrie n’altèrent donc 
pas les propriétés des figures, non plus que les transformations com- 
posées avec les précédentes. Nous appellerons groupe principal de trans- 


(1) [Cette définition a encore besoin d’un complément que voici. Il est implicitement 
supposé, dans les groupes du texte, que toute opération qui y figure est accompagnée de 
l'opération inverse; mais, dans le cas où il y a une infinité d'opérations, ceci n'est nulle- 
ment une conséquence de la notion même de groupe; c’est done une hypothèse qui doit 
être expressément adjointe à la définition du groupe, telle qu’elle est donnée dans le texte.] 

(2) La notion et la dénomination sont empruntées à la théorie des substitutions où l’on 
traite, non des transformations d’un champ continu, mais des permutations d’un nombre 
fini de grandeurs discrètes. 

(3) Camille Jordan a déterminé tous les groupes contenus dans le groupe des déplace- 
ments : Sur les groupes des mouvements ( Annali di Matematica, t. I). 

(*) Il n’est d’ailleurs nullement nécessaire, bien qu’il en soit toujours ainsi pour tous 
les groupes que nous avons à mentionner, que les transformations d’un groupe s'y pré- 
sentent en successions continues. Par exemple, les déplacements en nombre limité qui 
amènent un corps régulier à se recouvrir forment un groupe; de même ceux, en nombre 
illimité, qui amènent une sinusoïde à se superposer. 

543, Par sens, il faut entendre ici cette propriété de l'ordre par laquelle une figure se 
distingue de sa symétrique (image réfléchie). C’est ainsi que, par le sens, une hélice dex- 
trogyre se distingue d’une hélice lévogyre. 


nn. 
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formations de l’espace l’ensemble de toutes ces transformations (0); 
les propriétés géométriques ne sont pas altérées par les transformations du 
groupe principal. La réciproque est également vraie : les propriétés géo- 
métriques sont caractérisées par leur invariance relativement aux trans- 
formations du groupe principal. Si l’on considère, en effet, un instant 
l’espace comme ne pouvant se déplacer, etc., comme une multiplicité 
fixe, chaque figure possède une individualité propre; des propriétés 
qu’elle possède comme individu, celles-là seules sont proprement géo- 
métriques que les transformations du groupe principal n’altèrent pas. 
Cette preuve, formulée ici un peu vaguement, se dégagera plus nette- 
ment par la suite de l'exposition. 

Faisons maintenant abstraction de la figure matérielle qui, au point 
de vue mathématique, n’est pas essentielle, et ne voyons plus dans 
l'espace qu'une multiplicité à plusieurs dimensions, par exemple, en 
nous en tenant à la représentation habituelle du point comme élément 
de l’espace, une multiplicité à trois dimensions. Par analogie avec les 
transformations de l’espace, nous pouvons parler des transformations 
de la multiplicité; elles forment aussi des groupes. Mais il n’y a plus, 
comme dans l’espace, un groupe qui se distingue des autres par sa si- 
gnification; un groupe quelconque n’est ni plus ni moins que tout 
autre. Comme généralisation de la Géométrie se pose ainsi la question 
générale que voici : 


Étant donnés une multiplicité et un groupe de transformations de cette 
multiplicité, en étudier les étres au point de vue des propriétés qui ne sont 
pas aliérées par les transformations du groupe. 


Si l’on adopte la façon actuelle de parler dont, il est vrai, on ne se 
sert que pour un groupe déterminé, celui de transformations linéaires, 
on peut encore s'exprimer ainsi : 


On donne une multiplicité et un groupe de transformations de cette 
multiplicité; développer la théorie des invariants relatifs à ce groupe. 


Tel est le problème général qui embrasse non seulement la Géomé- 


(1) Par définition, ces transformations forment nécessairement un groupe. 
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trie ordinaire, mais aussi les méthodes géométriques modernes que 
nous avons à passer en revue et les différentes façons d'étudier les mul- 
tiplicités à un nombre quelconque de dimensions. Ce qu'il faut surtout 
remarquer, c’est l'arbitraire qui subsiste dans le choix du groupe de 
transformations adjoint à la multiplicité et la faculté qui en découle 
d'accepter également toutes les méthodes de traitement dès qu’elles 
satisfont à la conception générale. 


§ II. — Coordination des groupes de transformations dont l'un contient 
l'autre. Les différents types de recherches géométriques et leurs rela- 
tions mutuelles. 


Puisque les propriétés géométriques des êtres de l’espace restent 
inaltérées par toutes les transformations du groupe principal, il n'y a 
évidemment aucun sens à rechercher celles de ces propriétés qui ne 
sont invariantes que relativement à une partie de ces transformations. 
Cependant, cette question se légitime, au point de vue, tout au moins, 
des formules, si l’on étudie les figures de l’espace dans leurs rapports 
avec des éléments supposés fixes. Considérons, par exemple, comme 
en Trigonométrie sphérique, les êtres de l’espace avec distinction par- 
ticulière d’un point. La question qui se pose tout d’abord est celle-ci : 
développer les propriétés invariantes, relativement au groupe prin- 
cipal, non plus des êtres mêmes de l’espace, mais du système qu'ils 
forment avec le point donné. Mais on peut la poser différemment : étu- 
dier les êtres mêmes de l’espace au point de vue des propriétés qui 
restent inaltérées par les transformations du groupe principal qui sub- 
sistent, quand on suppose fixe le point. En d’autres termes : il revient 
au même d'étudier, au sens du groupe principal, les figures de l’es- 
pace en leur adjoignant le point donné, ou de n’adjoindre aucun point, 
mais de remplacer le groupe principal par le groupe, en lui contenu, 
des transformations qui ne changent pas ce point. 

C'est là un principe fréquemment employé dans ce qui suit et que, 
à cause de cela, nous voulons énoncer dès maintenant dans toute sa 
généralité. 

On donne une multiplicité et, pour en faire l'étude, un de ses groupes 
de transformations. Soit proposé d'étudier les êtres de la multiplicité 
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eu égard à l'un d’eux. On peut alors soit adjoindre celui-c à l'ensemble 
des étres et rechercher, au sens du groupe donné, les propriétes du système 
complet, soit ne rien adjoindre, mais borner les transformations prises 
pour base de l'étude à celles du groupe donné qui n’altérent pas U étre con- 
sidéré (et qui forment nécessairement un groupe). 

Abordons maintenant la question inverse de celle posée au début du 
paragraphe et qui s'aperçoit immédiatement. Il s’agit de trouver les 
propriétés des êtres de l’espace qui restent inaltérées par les transfor- 
formations d’un groupe qui contient le groupe principal. Toute pro- 
priété obtenue dans cette recherche est une propriété géométrique 
intrinsèque de l’être, mais la réciproque n’est pas vraie. Pour cette 
réciproque, le principe que nous venons d'établir entre en vigueur, et 
le groupe principal y joue le rôle du groupe le plus restreint. On ob- 
tient ainsi ce théorème : 


Si l’on remplace le groupe principal par un groupe plus étendu, une 
parte seulement des propriétés géométriques est conservée. Les autres pro- 
priétés n'apparaissent plus comme propriétés intrinsèques des êtres geome- 
triques, mais comme propriétés du système obtenu en leur adjoignant un 
être spécial. Cet être spécial, en tant qu'il est, en général, détermine (*), 
est défini par cette condition que, en le supposant fixe, les seules transfor- 
mations, parmi celles du groupe donné, qui soient encore à appliquer à 
l’espace, soient celles du groupe principal. 


Dans ce théorème se trouve ce qui caractérise les méthodes géomé- 
triques modernes que nous avons à étudier et ce qui les relie à la mé- 
thode élémentaire. Elles sont, en effet, caractérisées par ce fait que 
leurs considérations, au lieu de s’appuyer sur le groupe principal, re- 
posent sur des groupes de transformations plus étendus. Dès que leurs 
groupes se contiennent l’un l’autre, une loi analogue établit leurs rap- 
ports réciproques. Ceci s'applique aussi aux différentes façons de traiter 
les multiplicités à plusieurs dimensions que nous avons à considérer. 
Nous allons l’établir maintenant pour chaque méthode particulière, et 


(1) On engendre par exemple un tel être quand on applique les transformations du 
groupe principal à un élément initial quelconque que ne reproduit aucune des transfor- 
mations du groupe donné. 
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les théorèmes, relatifs au cas général, de ce paragraphe et du précédent, 
* a ’ 2 e . . 
vont ainsi trouver leur éclaircissement par l’application à des objets 


concrets. 


§ III. — La Géométrie projective. 


Chaque transformation de l’espace qui n'appartient pas au groupe 
principal peut être employée pour transporter à des figures nouvelles 
des propriétés de figures connues. Ainsi utilise-t-on la Géométrie plane 
pour la Géométrie des surfaces qui sont représentables sur le plan; 
ainsi, longtemps avant la naissance d’une véritable Géométrie projec- 
tive, concluait-on des propriétés d’une figure donnée aux propriétés de 
celles qui s’en déduisent par projection. Mais la Géométrie projective 
n’a pris naissance que quand on s’est accoutumé à considérer comme 
entièrement identiques la figure primitive et toutes celles qui s’en peu- 
vent déduire par projection, et à énoncer les propriétés projectives de 
façon à mettre en évidence leur indépendance vis-à-vis des modifica- 
tions apportées par la projection. C'était prendre pour base des consi- 
dérations, au sens du § I, le groupe des transformations projectives, et 
par là se trouvait ainsi créée la différence entre les Géométries projec- 
tive et ordinaire. | 

Pour chaque espèce de transformation de l’espace, on peut ima- 
giner une marche de développement semblable à celle que nous ve- 
nons de décrire; c’est un point sur lequel nous reviendrons encore 
fréquemment. Pour ce qui concerne la Géométrie projective, cette 
marche s’est encore poursuivie dans deux directions. Un premier pas 
dans l'élargissement des notions a été fait en admettant dans le groupe 
fondamental de transformations les transformations par voie de dualité. 
Au point de vue moderne, il faut regarder deux figures corrélatives 
non plus comme deux figures différentes, mais comme une seule et 
même figure. Un second pas consiste dans l'extension donnée au groupe 
fondamental de transformations homographiques et dualistiques, en y 
admettant les transformations imaginaires correspondantes. Il exige 
que l’on ait tout d’abord élargi le cercle des éléments propres à l'espace 
en y admettant les éléments imaginaires, tout comme l’admission des 
transformations par dualité dans le groupe fondamental a pour consé- 
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quence l’introduction simultanée du point et du plan comme élément 
de l’espace. Ce n’est pas ici le lieu de s’étendre sur l'utilité de l’intro- 
duction des éléments imaginaires, par laquelle seule on arrive à faire 
correspondre exactement la science de l’espace au domaine, qui a été 
adopté comme modèle, des opérations de l’Algèbre; mais il faut, au 
contraire, particulièrement insister sur ce fait que c’est justement dans 
la considération de ces opérations que résident les raisons de cette in- 
troduction et non dans le groupe des transformations projectives et 
dualistiques. De méme que dans celles-ci nous pouvons nous borner 
aux transformations réelles, puisque les transformations homographi- 
ques et par dualité qui sont réelles forment un groupe, de méme nous 
pouvons introduire des éléments imaginaires, méme quand nous ne 
nous placons pas au point de vue projectif, et nous le devons faire dans 
le cas où nous avons surtout en vue l’étude d’étres algébriques. 

Le théoreme général du paragraphe précédent montre comment, au 
point de vue projectif, doivent être conçues les propriétés métriques. Il 


faut les considérer comme des relations projectives relatives à un élé- 


ment fondamental, le cerele imaginaire à l'infini ('), élément qui a 
la propriété de n’être transformé en lui-même que par celles des trans- 
formations du groupe projectif qui sont aussi des transformations du 
groupe principal. Ce théorème, que nous nous contentons d’énoncer, 
a encore besoin d'un complément indispensable qui provient de ce 
qu’on limite les considérations habituelles aux éléments réels de l’es- 
pace (et aux transformations réelles). Pour s’accorder tout à fait avec 
ce point de vue, on doit encore adjoindre expressément au cercle ima- 
ginaire à l'infini le système des éléments réels (points) de l’espace. 
Les propriétés au sens de la Géométrie élémentaire qui sont projec- 
tives sont soit des propriétés intrinsèques des figures, soit des relations 
relatives à ce système d'éléments réels, ou au cercle imaginaire à l’in- 


fini, ou enfin simultanément aux deux. 


On peut encore rappeler ici comment von Staudt, dans sa Géométrie 
de situation, construit la Géométrie projective, c’est-à-dire cette Géo- 


(1) Cette conception doit être considérée comme une des plus belles œuvres [de l’école 
française]; elle seule donne un sens précis à la distinction, que l'on aime à placer au début 
de la Géométrie projective, entre les propriétés métriques et les propriétés descriptives. 
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métrie projective dont le groupe fondamental ne comprend que les 
transformations réelles projectives et par dualité ('). 

On sait comment, dans cet Ouvrage, il n’emprunte au matériel des 
considérations habituelles que ce qui reste inaltéré par les transfor- 
mations projectives. Si l'on voulait aller ainsi jusqu’à la considéra- 
tion des propriétés métriques, il faudrait justement les introduire 
comme relations relatives au cercle imaginaire à l'infini. La marche 
des idées, ainsi complétée, est, pour les considérations présentées ici, 
d’une grande importance, car il est possible de construire semblable- 
ment la Géométrie au sens de chacune des méthodes qui nous restent 


à étudier. 


§ IV. — Corrélation établie au moyen d'une transformation 
de la multiplicité fondamentale. 


Avant de passer à l’exposé des méthodes géométriques qui prennent 
place à côté des Géométries élémentaire et projective, nous pouvons 
développer en général quelques considérations qui se reproduiront 
constamment dans la suite, et pour lesquelles les théories abordées 
jusqu'ici fournissent un nombre déjà suffisant d'exemples. Ce para- 
graphe et le suivant leur sont consacrés. 

Soit à étudier une multiplicité A en prenant pour base un groupe B. 
Si, par une transformation quelconque, on transforme A en une autre 
multiplicité A’, le groupe B de transformations qui reproduisent A 
devient un groupe B’ dont les transformations se rapportent à A’. C’est 
dès lors un principe évident que la façon de traiter A en prenant B pour 
base conduit à celle de traiter A’ en prenant B' pour base, c'est-à-dire que 
chaque propriété que possède, relativement au groupe B, un être de A, 
donne une propriété, relativement au groupe B’, de l’être correspon- 
dant de A’. 

Supposons, par exemple, que A soit une droite, et B la triple infi- 
nité de transformations linéaires qui la reproduisent. L’étude de A est 
alors justement ce que, dans l’Algèbre moderne, on appelle da théorie 


(1) Ce n’est que dans les Beitrage zur Geometrie der Lage que von Staudt prend 
pour base le groupe plus étendu où figurent aussi des transformations imaginaires. 
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des formes binaires. Maintenant, on peut établir une correspondance 


_ entre les points de la droite et ceux d’une conique du plan, en proje- 


tant d’un des points de celle-ci. On montre aisément que les transfor- 
mations linéaires B qui reproduisent la droite deviennent les trans- 
formations linéaires B’ qui reproduisent la conique, c’est-à-dire les 
transformations de la conique qui correspondent aux transformations 
linéaires du plan qui reproduisent la conique. 

Mais, d’après le principe du second paragraphe (‘), il revient au 
même d'étudier la Géométrie sur une conique en la supposant fixe et 
ne considérant que les transformations linéaires du plan qui la repro- 
duisent, ou d’étudier la Géométrie sur la conique en considérant 
toutes les transformations linéaires du plan, et laissant la conique se 
modifier avec elles. Les propriétés que nous découvrons aux systèmes 
de points de la conique sont donc projectives au sens habituel du 
mot. En rapprochant ceci du résultat précédent, on voit que : 


La théorie des formes binaires et la Géométrie projective des systèmes de 
points d’une conique sont équivalentes, c'est-à-dire qu'à chaque théorème 
relatif aux formes binaires en correspond un relatif à ces systèmes de 
points, et réciproquement (?). 


Voici un autre exemple bien propre à éclairer ces sortes de.considé- 
rations. Si l’on projette stéréographiquement une quadrique sur un 
plan, un point fondamental se présente alors sur la surface : le point 
de vue; deux se présentent sur le plan : les traces des génératrices qui 
passent par le point de vue. Or on voit immédiatement que les trans- 
formations linéaires du plan, qui n’alterent pas les deux points fonda- 
mentaux, deviennent, par représentation, celles des transformations 
linéaires de la quadrique qui la reproduisent, sans toutefois changer 
le centre de projection. (Par transformations linéaires qui reproduisent 
la surface, il faut entendre ici les transformations que subit la surface 
quand on effectue des transformations linéaires de l’espace qui l’ame- 
nent à se recouvrir elle-même.) Ainsi sont rendues identiques l’étude 


(1) Si l'on veut, ce principe est appliqué ici dans une forme un peu plus générale. 
(2) Au lieu d’une conique du plan, on peut aussi bien prendre une cubique gauche et, 
en général, procéder semblablement pour le cas de 2 dimensions. 
Ann de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome VIII. — Mars 1891. 13 
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projective d’un plan avec deux points fondamentaux, et celle dane 
quadrique avec un point fondamental. Mais, si l’on fait emploi d’élé- 
ments imaginaires, la première n’est rien autre que l'étude du plan au 
sens de la Géométrie élémentaire. Le groupe principal de transforma- 
tion du plan se compose, en effet, précisément des transformations 
linéaires qui n’altèrent pas un couple de points (les points cycliques); 
en sorte que, finalement, | 


La Géométrie élémentaire du plan et l'étude projective d'une quadrique 
avec un point fondamental sont identiques. 


On peut multiplier à volonté ces exemples (‘). Nous avons adopté 
les deux qui viennent d’être développés, parce que, dans la suite, nous 
aurons encore l’occasion de les reprendre. 


§ V. — De l'arbitraire dans le choix de l'élément de l'espace. Principe 
de corrélation de Hesse. Géométrie de l’espace réglé. 


Comme élément de la droite, du plan, de l’espace, etc., et en géné- 
ral d’une multiplicité à étudier, on peut employer, au lieu du point, 
tout élément faisant partie de la multiplicité : un groupe de points, en 
particulier une courbe, une surface, etc. (voir Note IV). Comme, a 
priori, iln’y a rien de déterminé dans le nombre des paramètres arbi- 
traires dont on fera dépendre cet élément, la ligne, le plan, l’es- 
pace, etc. apparaissent, suivant l'élément choisi, comme pourvus d’un 
nombre quelconque de dimensions. Mais, tant que l'on prend pour base 
de l'étude géométrique le méme groupe de transformations, rien n’est 
modifié dans cette Géométrie, c’est-à-dire que toute proposition obtenue 
avec un certain élément de l’espace reste encore une proposition pour 
tout autre choix de cet élément, l’ordre des théorèmes et leurs liaisons 
sont seuls changés. 

Ce qui est essentiel, c’est donc le groupe de transformations; le 


(1) Pour d’autres exemples et aussi, en particulier, pour l'extension à un plus grand 
nombre de dimensions, voir l'exposition faite dans un de mes Mémoires : Ueber Linien- 
geometrie und metrische Geometrie (Math. Annalen, t. V, 2); voir aussi les travaux de 
Lie que nous allons immédiatement citer. 


Cu dE 
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nombre de dimensions attribuées à Ja multiplicité apparaît comme 
quelque chose de secondaire. 

Le rapprochement de cette remarque et du principe du paragraphe 
précédent conduit à une suite de belles applications dont quelques- 
unes peuvent être développées ici. Plus que toute longue analyse, ces 
exemples semblent, en effet, propres à expliquer le sens des considé- 
rations générales. 

D'après le paragraphe précédent, la Géométrie projective sur la 
droite (la théorie des formes binaires) équivaut à la Géométrie projec- 
tive sur une conique. Nous pouvons maintenant sur cette dernière con- 
sidérer comme élément, au lieu du point, le couple de points. Mais 
une correspondance peut être établie entre l’ensemble des couples de 
points de la conique et l’ensemble des droites du plan, en faisant cor- 
respondre chaque droite au couple de points où elle rencontre la co- 
nique. Par cette représentation, les transformations linéaires qui re- 
produisent la conique deviennent les transformations linéaires du plan 
(considéré comme composé de droites) qui laissent la conique inal- 
térée. Or, d’après le § IT, considérer le groupe formé par ces dernières 
transformations, ou partir de la totalité des transformations linéaires 
du plan en adjoignant toujours la conique à la figure plane à étudier, 
sont choses équivalentes. Il résulte de tout ceci que : 


La théorie des formes binaires et la Géométrie projective du plan avec 
une conique fondamentale sont équivalentes. 


Enfin, puisque, à cause de l'identité des groupes, la Géométrie pro- 
jective du plan avec une conique fondamentale coincide avec la Géo- 
métrie métrique projective que l’on peut établir dans le plan sur une 
conique (voir Note V), nous pouvons encore dire que : 


La théorie des formes binaires et la Géométrie métrique projective géne- 
rale du plan sont une seule et même Géométrie. 


On pourrait, dans l’analyse précédente, remplacer la conique du 
plan par une cubique gauche, etc. ; mais nous pouvons nous dispenser 
de ces développements. La connexion que nous venons d'exposer entre 
la Géométrie du plan, puis de l’espace, ou d’une multiplicité à un 
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nombre quelconque de dimensions, s’accorde essentiellement avec le 
principe de corrélation proposé par Hesse (Journal de Borchardt, 
t. LXVI). 

La Géométrie projective de l’espace, ou, autrement dit, la théorie 
des formes quaternaires, offre un exemple tout à fait de même nature. 
Prenons la droite comme élément de l’espace et, comme dans la géo- 
métrie de l’espace réglé, déterminons-la par six coordonnées homo- 
gènes liées par une équation du second degré; les transformations 
linéaires et par dualité de l’espace s'offrent alors comme celles des 
transformations linéaires des six variables supposées indépendantes, 
qui transforment en elle-même l'équation de liaison. Par une suite de 
déductions comme celles que nous venons de développer, on obtient 
alors ce théorème : 


La théorie des formes quaternaires s'accorde avec la détermination mé- 
trique projective dans la multiplicité engendrée par six variables homo- 
gênes. 


Pour plus de détails sur ces notions, je renverrai à un Mémoire paru 
récemment dans les Math. Annalen (t. VI) : Ueber die sogenannte 
Nicht-Euclidische Geometrie (zweite Abhandlung), ainsi qu’à une Note 
placée à la fin de ce travail (vow Note VI). 

Nous adjoindrons encore deux remarques aux considérations précé- 
dentes; la premiere, il est vrai, se trouve déjà implicitement contenue 
dans ce qui a été dit, mais il est nécessaire de la développer, parce 
que l’objet auquel elle s'applique est trop sujet à malentendu. 

Si l'on introduit des êtres quelconques comme éléments de l’espace, 
il acquiert un nombre quelconque de dimensions. Mais si alors nous 
nous plagons au point de vue habituel (élémentaire ou projectif), le 
groupe que, pour la multiplicité à plusieurs dimensions, nous devons 
prendre pour base est donné à priori : il n’est autre que le groupe 
principal ou le groupe des transformations projectives. Si nous vou- 
lions prendre pour groupe fondamental un autre groupe, nous devrions 
quitter le point de vue élémentaire ou projectif. Ainsi, autant il est 
vrai que par un choix convenable de l'élément de l’espace celui-ci 
représente des multiplicités à un nombre quelconque de dimensions, 
autant il est important d'ajouter qu'avec cette representation, il faut, en 
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vue de l'étude de la multiplicité, prendre pour base un groupe déterminé a 
priori, ou sinon qu'il faut, pour disposer à volonté du groupe, y adapter 
convenablement nos conceptions géométriques. Si l'on ne faisait pas cette 
remarque, on pourrait, par exemple, chercher une représentation de 
la géométrie de l’espace réglé de la façon suivante. Dans cette géomé- 
trie, une droite a six coordonnées; c’est aussi le nombre des coeffi- 
cients d’une conique du plan. La reproduction de la géométrie de 
l’espace réglé serait ainsi la géométrie d’un système de coniques dé- 
taché de l’ensemble des coniques par une relation quadratique entre 
les coefficients. C’est juste, si le groupe pris pour base de la Géométrie 
plane est le groupe formé par l’ensemble des transformations repré- 
sentées par les transformations linéaires des coefficients d’une conique 
qui reproduisent l'équation quadratique de condition. Mais si nous 
gardons la façon de voir élémentaire ou projective de la Géométrie 
plane, nous n’obtenons absolument aucune représentation. 

La dernière remarque se rapporte à la notion suivante. Soit donné, 
pour l’espace, un groupe quelconque, par exemple le groupe princi- 
pal. Faisons choix d’une figure particulière, comme d’un point, ou 
d’une droite, ou encore d’un ellipsoide, etc., et effectuons sur elle 
toutes les transformations du groupe fondamental. On obtient ainsi 
un ensemble plusieurs fois infini à un nombre de dimensions en gé- 
néral égal au nombre des paramètres arbitraires contenus dans le 
groupe; dans certains cas particuliers, ce nombre est plus petit, à sa- 
voir, lorsque la figure choisie tout d’abord a la propriété d’étre repro- 
duite par un nombre infini de transformations du groupe. Chaque 
ensemble ainsi engendré se nomme, relativement au groupe généra- 
teur, uz corps ('). Si maintenant, d'une part, nous voulons étudier 
l’espace au sens du groupe, et, dans ce but, spécifier comme élément 
de l’espace des figures déterminées; si, d’autre part, nous ne voulons 
pas que des choses équivalentes soient représentées d’inégale façon, 
nous devrons évidemment choisir les éléments de l’espace de telle sorte que 


(1) Ce nom est choisi d’après Dedekind qui, dans la Théorie des nombres, donne à un 
ensemble de nombres le nom de corps, quand il résulte, au moyen d’opérations données, 
d'éléments donnés (dernière édition des Leçons de Dedekind ). 
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leur ensemble forme un seul corps ou puisse étre décomposé en corps ('). 
Nous ferons plus tard ($ IX) une application de cette remarque évi- 
dente. La notion même du corps se représentera encore une fois, dans 
le dernier paragraphe, associée à des notions de même nature. 


(1) [Dans le texte, il n’est pas suffisamment remarqué que le groupe proposé peut 
contenir ce qu’on appelle des sous-groupes exceptionnels. Si une figure géométrique 
reste inaltérée par les opérations d’un sous-groupe exceptionnel, il en est de même de 
toutes celles qui s’en déduisent par les opérations du groupe total, par conséquent, de 
tous les éléments du corps qui en résulte. Maintenant un corps ainsi formé est tota- 
lement impropre à la représentation des opérations du groupe. On ne doit donc tenir 
compte dans le texte que des corps résultant d'éléments de l’espace qui ne se conservent 
inaltérés par aucun sous-groupe exceptionnel du groupe proposé.] 

(A suivre.) 
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CHAPITRE IL. 


DIGRESSION SUR LES TRANSFORMATIONS RATIONNELLES DES COURBES 
ALGÉBRIQUES. 


1. L'étude des transformations birationnelles des courbes algé- 
briques ou des surfaces de Riemann a été l’objet, comme on sait, de 
travaux considérables. C’est Riemann qui, le premier, en a montré 
l’importance, et ses idées ont été développées depuis lors par un grand 
nombre de géomètres : Clebsch, MM. Nœther, F. Klein, etc. 

Un des problèmes les plus intéressants qui se rattachent à cette 
étude consiste à former toutes les substitutions birationnelles qui trans- 
forment une courbe algébrique en elle-même ou en une autre courbe 
donnée. M. Scharwz (') a montré que, si le genre p de la courbe est 
supérieur à l'unité, il ne peut exister de telles substitutions dépendant 
d’un paramètre arbitraire. M. F. Klein a complété ce théorème, en indi- 
quant que ces substitutions sont alors en nombre limité. Sa démonstra- 


(1) Scuwarz, Journal de Crelle, t. 87. 
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tion, qui repose sur les propriétés des groupes fuchsiens, se trouve dé- 
veloppée dans un Mémoire de M. Poincaré ('), Mémoire qui renferme 
en même temps une application du théorème à l'intégration des équa- 
tions différentielles du premier ordre, dont l'intégrale générale n’a que 
des points critiques fixes. Plus récemment, M. Hurwitz (?) a étudié les 
groupes de substitutions birationnelles qui transforment en lui-même 
un domaine algébrique. Enfin, ces propositions ont été étendues par 
M. E. Picard (*) aux transformations birationnelles des surfaces. 

Je me propose d’établir ici, au sujet des transformations sémplement 
rationnelles des courbes algébriques, certains théoremes qui corres- 
pondent aux précédents (*). 

Soient 


(1) | PACE 
(2) F( 1, 44) =0 


les équations de deux courbes indécomposables, la première de genre 
p et de degré n en =, la seconde de genre p’ et de degré n’ en z,. 

Supposons qu'il existe une substitution rationnelle permettant de 
passer de (1) à (2) : 


Y = PV 31) = Mot Ay 24... + Anse, 


(3) 
4 NE SI) —= db, + Biz+...+ by at, 


Les a;, 6; désignent des fonctions rationnelles de y, et les fonctions © 
et 4 sont telles que le point (y, =) parcourt la courbe (1) quand le 
point (y,,3,) parcourt la courbe (2). Autrement dit, à un point de 
(2) correspond rationnellement un point de (1), mais la réciproque 
n’est pas nécessairement vraie. 

En premier lieu, je dis que 9 et Ÿ ne peuvent renfermer algébrique- 
de un paramètre arbitraire t, si le genre p de (1) est supérieur à 
untlé. 


(1) H. Poincaré, Sur un théorème de M. Fuchs (Acta mathematica, t. VI). 

(2) Hurwitz, Nachrichten von der Universität zu Geettingen, 20 avril 1887. 

(3) E, Picarp, Théorie des fonctions algebriques de deux variables (Journal de Mathé- 
matiques, 4° série, t. V; 1889). 

(+) Voir à ce sujet une Note Sur les transformations rationnelles des courbes aloé- 
briques (Comptes rendus de l’Académie des Sciences, octobre 1887). 3 


ea 
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Pour le voir, il suffit de répéter le raisonnement par lequel M. E. Pi- 
card (*) démontre le théorème de M. Schwarz. 
Soit J;(y, =) une intégrale abélienne de première espèce de la 


courbe (1) 
Es Pi(y,s) dy 
=f fi 


Donnons au paramètre ¢ une valeur quelconque, et remplacons dans 
J;, y et s en fonction de y, et z, d’après les équations (3). L'intégrale 
J; devient une intégrale de premiere espece de la courbe (2) 


P; a 3 ! 
D 


| ay Ps eS) ay +, [2 eee #1) ALT eue 
F° 4) es F., 

A priori, les coefficients À,, A,, ..., À, peuvent dépendre algébri- 
quement de ¢, puisque 9 et Ÿ sont supposées fonctions algébriques de 
t; s’il en est ainsi, un au moins de ces coefficients devient infini pour 
une certaine valeur ¢, de ¢. Laissons constants y,, z, dans le second 
membre de l’égalité (4) et faisons tendre ¢ vers ¢,. Le point (y, =) se 
déplace sur la courbe (1) et tend vers une position limite (y’, 5’); par 
suite, le premier membre de l’équation (4) reste fini, puisque J; est 
une intégrale de premiere espece. Au contraire, le second membre 
croit indéfiniment. Les À; ne sauraient done dépendre de ¢. 

Nous avons dit toutefois que le second membre de (4) devait croître 
pour 4 = t, indéfiniment. Il convient de le démontrer d’une manière 
plus précise. 

Supposons que À; soit infini pour ¢=<¢,, d'ordre y;, et appelons v. 
le plus grand des nombres u.;. On peut écrire le second membre de (4) 


aap Ci +R. ec 


les À; restant finis pour ¢ — 4, et n'étant pas tous nuls. 
Donnons a-y,, 2, des ie qui, pour ¢=<,, n’annulent pas le 


(1) E. Picarp, Mémoire sur les fonctions algébriques de deux variables (loc. cit.). 


Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome VII. — Avrit 1891. 14 
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facteur de rs Cela est toujours possible, sinon les p’ intégrales 
£— ly 


J' vérifieraient identiquement une relation linéaire et homogène à 
coefficients constants, et ne seraient pas indépendantes. Dans ces con- 
ditions, le second membre de (4) croit indéfiniment quand ¢ tend 
vers Ly. 

D'après cela, nous pouvons écrire 


P;(y, 2) dy LE À Fe (V5 Z,) HO Ap’ Po Ve A) ay, 


(5) < = 


et, de méme, en considérant une seconde intégrale abélienne de pre- 
miere espece J, de (1), 


(6) Puy; Sa) dy _ Hi {ig (15 31) +... + Up! P,(Y 31) dy. 
| TO os FE, | 

(Dans ces égalités, les À;, &; sont des constantes.) D'où, en divisant 
membre à membre, 


P;Cy, 3) ies À PUS Sy) a Po y 3) +.. wt Ap’ Pr (15 31). 
P:(7,3) A! F1 Pl ¥c 31) + pe el (Vis 41) +--+ Bp (1, 31) 


Laissons fixe le point (y,, z,) et faisons varier 4 : le point (y, = 
décrit la courbe (1) et vérifie la relation 


P;(7, 3) +AP,(y, 3) =0, 


où A est une constante, ce qui est impossible, les deux polvnômes P;, 
P, correspondant à deux intégrales J distinctes. 

Les substitutions rationnelles (3) ne sauraient donc renfermer algé- 
briquement un paramètre arbitraire. C0. 2 

Cette proposition établie, nous allons examiner successivement les 
cas où le genre de la courbe (1) est nul, égal à l'unité, ou supérieur à 
l'unité. 

Auparavant, je ferai la remarque suivante : 

Quand on connait une substitution rationnelle qui transforme une 
courbe donnée en elle-même, on peut en déduire d’autres qui jouis- 
sent de la même propriété. 


à 
| 
3 
. 
5 
| 
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Soit, en effet, 


(3) y ==? (Y15 44), 
lé = Y( Yi 51) 


une telle substitution. Remplaçons dans les égalités (eye Dar 
O( Ya, 52) et 5, par LC yo, 5,), nous aurons 


2 \/ ea 52), 
3 \ 
we ae 52). 


Quand le point (y, z,) parcourt la courbe (1), le point (y,, z,) et, 
par suite, le point (y, =) parcourent la même courbe. Les égalités (3) 
définissent donc une transformation rationnelle de la courbe (1) en 
elle-même. On en obtiendra une nouvelle en remplaçant, dans les 
equations (5), 72 et 3, par (y, 55), VCs, 23), . +. On trouve ainsi 
un nombre indéfini de transformations, à moins qu’on n'arrive à la 
transformation 

YHYVn 3 — Sp. 


Plus généralement, supposons que la substitution (3) permette de 
passer de la courbe (1) à la courbe (2). S'il existe une substitution 


rationnelle 
Y — a(Y, 2), 


= cae a Z), 


qui transforme la courbe (1) en elle-même, en remplaçant Y par 
o(Ys, 3,) et Z par Ÿ(y,, 2,), on obtient une nouvelle substitution qui 
transforme (1) en (2). 

De même, si la substitution 


= Bi Yi, Zi), 
31 — Yi (Y1, Z,) 


transforme la courbe (2) en elle-même, quand on remplace, dans les 
égalités (3), y, par @,(Y,,Z,) et 3, par 7,(Y,,Z,), la substitution 
transforme (1) en (2). 

- Toutes ces remarques sont analogues à des propositions connues de 
la théorie des transformations birationnelles. Mais il convient de 
signaler une différence importante : Étant donnés deux systèmes de 
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substitutions qui transforment la courbe (1) en la courbe (2), on peut 
toujours passer de l’une à l’autre par une transformation biration- 
nelle qui transforme la courbe (1) ou la courbe (2) en elle-même. 
Ceci n’est plus vrai pour les transformations simplement rationnelles. 
Connaissant deux transformations rationnelles de la courbe (1) en la 
courbe (2), on n’en saurait déduire une transformation rationnelle de 
la courbe (1) [ou de la courbe (2)] en elle-même, à moins, toutefois, 
qu’une des transformations ne soit birationnelle. 

J'ajoute que, si l’on étudie les transformations rationnelles d’une 
courbe en une autre, il est loisible d’effectuer sur les deux courbes 
une transformation birationnelle quelconque. 


2. Cela posé, supposons d’abord que le genre p de la courbe (1) soit 
nul. On peut écrire 


(7) Vs PC, Se RIL 


t= ky, =), 


g, À, k étant des fonctions rationnelles. 

D’après les formules (3), £ sera fonction rationnelle de y,, ,, et 
inversement, si ¢ est une fonction rationnelle du point analytique 
(Yi 31), les égalités (7) définissent une correspondance rationnelle 
entre les deux courbes. 

On peut toujours passer d'une courbe de genre o a une courbe quel- 
conque par une infinité de substitutions rationnelles ; ces substitutions de- 
pendent d'une fonction rationnelle arbitraire du point (y,, =,) de la 
seconde courbe. | 

Si la transformation est birationnelle, le genre de (2) est également 
nul; y, et s, s'expriment rationnellement en ¢,; ¢ doit être fonction 
rationnelle de ¢, et réciproquement, c'est-à-dire que 


__at+8 
ME reed 

yé +0 

D» al M ‘ J € ~ N 

Passons maintenant au cas où p=t, etramenons la courbe (1) à la 
forme 


= VO G F7). 


D 
1 
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L’égalité (5) devient 
dy — Ar Party 31) + Ae PS (15 31) ++ Ap Pp (915 51) 


(5) VO) GER) F:, 
= H( 1; 1) dy. 


dy, 


La fonction de y, 
Y= P( Yu 51) 


doit vérifier l'équation (5’), et inversement, quand l’équation (5’) ad- 
met une intégrale algébrique y(y,), qui s'exprime rationnellement 
en y,, 3,, cette intégrale o( y,, z,) correspond à une transformation 
rationnelle de (1) en (2). Posons, en effet, 


J = P(Yir 4); 
il vient 


dy Fy 
: = yas Sy) 


jae —y* RP) i D 
VO — y?) G “ir dy, APY (1.51) ++» Pe (My 41) 


Ÿ étant rationnel en y,, z,. 

Si l'équation (5’) admet une telle intégrale, J, a toutes ses périodes 

de la forme 
MG) + nro’, 
m et n désignant deux entiers. 

Inversement, si les périodes de J, se réduisent à deux, et w’, la 
fonction elliptique sn ut, dont les périodes sont © et w’, est une fonc- 
tion rationnelle de (y,, z,), quand on y remplace ¢ par J;(y,,z,), de 
même que cnut, dnt. Si donc a désigne le module de ces fonctions 
elliptiques, il existe une substitution rationnelle 


Ys O(N) as 
Z = (YA 31), 


qui permet de passer de la courbe 
7? = (1 — Y?) (1 — 2? Y?) 
à la courbe (2) et qui vérifie l’équation 


f dY 
i /(r = Y?) (1 — 2? Y?) 


=H("1, 41) dy. 
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Comparons cette équation à l'équation (5’). Si elle admet une inté- 

me 9° s 
grale y rationnelle en y,, 5,, en appelant «, 8 les périodes de l'inté- 
grale 


SS 
J VU) y*) 


wo =ma +na’, 


ona 
w=m'a+ na, 

. T eG . 7 “ CURE. 

ce qui nous montre que Y est liée à y par l'égalité 


= y ( x, 


qui définit une transformation d'ordre quelconque y des fonctions ellip-. 


tiques : # est lié à a? par la relation qui correspond à cette valeur 
de v. 
Si l'équation (5’) admet une intégrale algébrique en y,, 5,, on a 
ma+na 
(OT ET) 
= 
,  mal—n'a! 
a es 1 
= 
r désignant un entier. 
Posons done 


t 
y =—sn ot "n—snt, 


y est une fonction rationnelle de y,, 5,3; y est lié à par la relation 
; t LE 
qui donne sn= en fonction de sné. Il suffit de multiplier par r le se- 


cond membre de (5’) pour que son intégrale soit rationnelle en y,, 5,. 

En définitive, pour que la courbe (2) soit la transformée rationnelle 
d’une courbe de genre (1), il faut et il suffit qu’une des intégrales J; 
de première espèce de la courbe (2) n’ait que deux périodes dis- 
tinctes. 

Pour que la courbe (2) soit la transformée rationnelle d’une courbe 
donnée (1) de genre 1, il faut de plus que, parmi les intégrales J’ à 
deux périodes, il en existe une dont les périodes w et w’ satisfassent à 
la condition 

a mo) + nov! 


6. mure! 


AN MEANS A TT 
: C 
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a et 8 sont les périodes de l'intégrale de première espèce de (1), 
m,n,m,n des entiers. 

La question qui nous occupe ne diffère done pas du problème de la 
réduction des intégrales abéliennes aux intégrales elliptiques. Je ren- 
voie, pour cette question, aux travaux bien connus de MM. Weierstrass, 
E. Picard, Poincaré, etc. | 

On peut décider algébriquement si la courbe (2) est une transfor- 
mée d'ordre y d’une courbe de genre r : j'entends par transformation 
d'ordre v une transformation (3) telle qu'à tout point (y,z) de (1) 
correspondent » points ( y,,3,) de (2). Mais on ne sait pas, en général, 
déterminer une limite supérieure de v. 

Le genre de (2) est au moins égal à 1, puisque cette courbe pos- 
sede une intégrale de première espèce. Si p’=1, on peut ramener la 
courbe (2) à la forme 


= Viv?) AR»), 


’ 


et l'équation (5’) s’écrit 


dy & À dy, 


VG=y~)— Py) VG= yy?) (1— A y?) 


On retombe ainsi sur le problème de la transformation des fonctions 
elliptiques. Pour qu’on puisse passer rationnellement de (1) à (2), il 
faut et il suffit que 4; vérifie une des équations modulaires relatives 
CT oe 


nr , 5 ‘ : . +. = I 
Ceci a lieu en particulier si £ = #,. Il vient, en faisant A = of 


dy Le dy : 
Va—y70—Py) YO—y2)G— #7)’ 


on doit avoir 
po) = mo + 20), 
po! = mo + n'a’. 
Si l’on pose 
6)! ‘2 
— S44 lp, 


[A] 


on trouve 


a 
5] re] if [A . [A 

u—=Mm+natin0 = n'+Im— EE i = = 

f i? eB 2 G2 
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ou bien 
(a) n(a?+ 6?) + m'=0, 
: m'o à 
na—n' — > = 0. 
(b) m + A+ 6 


Dans le cas général, &? + 8? est incommensurable; l'égalité (a) exige 
que m’ et n soient nuls, et légalité (b) que m =n’. On a alors 


pe it n' 


et on peut écrire 
FN 


=sn(ms+C); 


y, est donné en fonction de y et de ÿ(1 — y?)(1 — #y2?) par les for- 
mules de multiplication et d’addition des fonctions elliptiques. 

Dans le cas particulier où (4? + 8?) est commensurable, il peut 
exister d’autres transformations de la courbe (1) en elle-même. On voit 
immédiatement que, si (4«?+ 8?) et « sont deux nombres commensu- 
‘ables (autrement dit si « et 6? sont commensurables ), il existe une 
infinité de transformations rationnelles de la courbe (1) en elle-même; 
ces transformations correspondent aux valeurs des nombres m, n,m’, 
n', » obtenues de la manière suivante : 

On pose 


©, étant irréductibl 
( a g elant irréeductibles )> et on prend pour 2 un multiple quelconque 


\ 


des entiers d, d (ou d, ~ si d'est pair). Appelons D le plus petit com- 


\ 


mun multiple de ces deux nombres; on a 


Rs Vie ga == 0’ (ou q' =) ; 
2 


on fait ensuite 
-m'=— qe 
et 
m—n+ag'e" (oum=n'+q'c', sid’ est pair); 


l'entier n’ est choisi arbitrairement. 
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Les nouvelles transformations dépendent de deux entiers arbitraires 


v et n’ et se confondent avec les premières pour v=o. Cette classe 


exceptionnelle de courbes de genre 1 correspond aux fonctions ellip- 
tiques qui admettent la multiplication complexe. 

En résumé, une courbe de genre (1) se laisse toujours transformer en 
elle-même rationnellement d'une infinité de manières. Ces transformations 
dépendent d’un paramètre C et d’un entier W arbitraires. Quand le module 
k? de la courbe est un module singulier pour lequel les fonctions elliptiques 
admettent la multiplication complexe, ces transformations dépendent d'un 
second entier arbitraire. 

Si la transformation est birationnelle, À — r, et la transformation 
ne dépend plus, comme on sait, que de la constante arbitraire C. On 
obtient toutes les transformations rationnelles de la courbe (1) en elle- 
méme, en opérant la substitution birationnelle la plus générale sur 
toutes les substitutions rationnelles obtenues en laissant constant le 
paramètre C. 

Ce point établi, supposons qu’on ait trouvé une transformation 
rationnelle de la courbe (1) en une courbe (2) de genre p’. On peuten 
déduire une infinité d’autres qui dépendent d’un paramètre et d’un 
entier arbitraires, en se servant des transformations de (1) en elle- 
même. Dans certains cas, la substitution la plus générale qui transforme 
(1) en (2) renferme d’autres entiers arbitraires, mais elle ne saurait 
dépendre d’un second paramètre C’ continu. 

Pour le voir, revenons à l'égalité 


dy 2m XP (ts 41) Bee Ap Po (1 31) ae 
Vo) F7 F, 


Les A, satisfont aux 2p’ égalités 


(57) 


QD PA 
Ay 2?’ + Lo +... + ON == Mop © + Nip O 


. 2 pi fA ose) / hae 4 A 

Dans ces équations les w;,..., ;” désignent les 2p’ périodes élé 
mentaires de J,, les m;, n; des entiers. | 

Admettons qu’on ait trouvé un système de nombres m,, 7; pour 

lesquels les équations précédentes soient compatibles. Ces équations 


Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome VIII. — AvriL 1891. 19 
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ne sont pas indéterminées, sinon on pourrait se donner arbitrairement 
au moins un des À, et les autres en dépendraient algébriquement, ce 
que nous savons absurde ("). D'autre part, les A; une fois déterminés, 
l'équation (5’) définit une transformation (3) qui ne contient que la 
constante C. C’est donc le seul paramètre continu qui figure dans la 
transformation la plus générale. 

Nous arrivons ainsi aux conclusions suivantes : 


On ne peut passer rationnellement, en général, d'une courbe de genre 1 
à une courbe de genre p'. Une telle transformation, quand elle existe, 
dépend d'une seule constante et d’un entier ou de plusieurs entiers arbi- 
e La Al , 
traires (en nombre au plus égal Cape): 


3. J'ai insisté sur le cas de p — 1 pour bien marquer les différences 
essentielles qui le distinguent du cas où p est quelconque, que nous 
allons maintenant étudier. 

Tout d’abord, p’ est au moins égal à p, car lesp intégrales distinctes 
J; de première espèce relatives à (1) se transforment en p intégrales 
distinctes de première espèce de la courbe (2). 

Si & désigne l’ordre de la transformation (3), il est même facile 
d'établir une relation entre u, p et p’. 

Soient en effet m et m’ les degrés des courbes (1) et (2), et considé- 
rons toutes les courbes C, de degré (72 — 3), qui passent par les points 
doubles A de la courbe (1). Ces courbes adjoëntes ont pour équation 


Ai Pi (y, 3) + A2Pa(y, 3) +...+ A,P, (y, 5) = 0. 


L'une quelconque de ces courbes se transforme par la substitution 
(3) en une courbe adjointe C’ de (2), ainsi qu’il résulte des théorèmes 
établis dans le premier paragraphe. 

Une courbe C rencontre la courbe (1) en (2p — 2) points, distincts 
des points A. D'autre part, à chaque point (y,, 5,) de (2) correspond 


(1) Ceci nous montre que le déterminant des coefficients des À est différent de zéro au 
moins pour un système de p’ des équations précédentes : par exemple, pour celui des p’ 
premières équations. [ Autrement, d’ailleurs, il existerait des intégrales de première espèce 
J’ de la courbe (2) sans périodes.] Une fois connus les ap’ entiers mj, m4, ..., M p'; Np’ 
les À sont donc déterminés. Il en résulte que la transformation (3) ne saurait dépendre 
de plus de 2p’ entiers arbitraires (en dehors de la constante C). 


2 
4 
2 
4 
3 
| 
7 


VOLT TP 
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un seul point (y, s) de (1), sauf pour des points (y’, 3’) exceptionnels, 
et à chaque point (y, 5) de (1) correspondent u points (y,, 3,), sauf 
pour des points (y’, s’) exceptionnels. Choisissons donc une courbe C 
qui ne passe par aucun de ces points (y’, 2”) : aux (2p — 2) points 
communs a C et à (1) correspondent (2p — 2)u points communs à C 
et a (2). Ces points sont distincts; autrement, à un point (y,, s,) cor- 
respondraient plusieurs points (y, s); il en résulte qu’on doit avoir 


P= 2) pap —a, ou bien yah. 


p=! 

Ceci nous montre, comme nous le savions déjà, que p =p’ si. = 1, 
mais aussi que la réciproque est vraie : toute substitution rationnelle 
qui transforme une courbe en une courbe de méme genre est nécessaire- 
ment birationnelle ('). 

De plus, si (p’— 1) est un nombre premier, la courbe (2) ne saurait 
être la transformée rationnelle que d’une courbe de genre 2. Si (p’ — 1) 
admet des diviseurs, p —1 doit être un de ces diviseurs. Enfin, vu. ne 
peut dépasser p’—1. 

Nous allons démontrer maintenant qu'il n’existe qu’un nombre fini 
de substitutions (3) permettant de passer de la courbe (1) à la courbe 
(2), quand p est supérieur à 1. 

Nous savons en effet qu’une telle substitution vérifie l'égalité 


Pi(9 5) _ BAP a). 
Pa(y, 2 Zu:P;(7:; 3) 


Cette équation, jointe à l'équation (1), détermine algébriquement y 
et s en fonction de y,, z,. Par exemple, si on élimine z, il reste une 
équation en y, y,, =,- Quand on exprime qu’une racine de cette équa- 
tion est fonction rationnelle du point y,, z, de (2) 


Y= A(N) Ue. ay at 


et qu’il en est de même de zs, on obtient un certain nombre de condi- 
tions algébriques entre les his pu. Sices relations sont incompatibles, 
il n’existe pas de substitution (3) répondant à la question. Si elles 


(1) Cette proposition a déjà été établie par Weber (Journal de Crelle, 1879). 
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sont compatibles et déterminées, il existe un nombre fini de telles 
transformations. D'autre part, elles ne peuvent être indéterminées; 
autrement, une infinité de substitutions, dépendant algébriquement 
d’un paramètre, transformeraient (1) en (2). 

La démonstration, ainsi présentée, ne comporte pas d'exception. 
Nous allons toutefois en indiquer une seconde, qui met en évidence 
quelques particularités intéressantes. 

Parmi les courbes C adjointes à (1), choisissons-en deux qui aient, 
sur (1), un point commun et un seul. La chose est toujours possible 
quand (1) n’est pas hyperelliptique. C’est là un fait bien connu dont on 
se rend compte aisément ainsi : 

Quand il n’existe pas deux courbes C répondant à la courbe imposée, 
c’est que toutes les courbes C passant par un point M, de (1) ont avec 
cette courbe au moins un second point commun N, (en dehors des 
points multiples A). Par suite, toutes les courbes C qui ont un point 
fixe M, sur la courbe (1) ont, par le fait même, un second point fixe N, 
sur cette courbe. 

Assujettissons les courbes C à passer par (p — 2) points fixes M,, 
M,, ..., M,_,, pris sur (1) en dehors des points A. L’équation du fais- 
ceau de courbes ainsi obtenu est de la forme 


R+iS=o, 
et ces courbes ont sur (1) (p — 2) autres points fixes, N,,N:,...,N,. 


Quand ¢ varie, le nombre des points variables de l’intersection de (1) 
et de (C) est 


m(m — 3) —[(m—1)(m— 2) —2ap+ap—4]=—2. 


Les coordonnées de ces deux points d’intersection sont données par 
des équations de la forme 


y=slt) +h(t) JRO), 
z = gi(t) + ht) (R(t), 


avec cette condition à 
DRE R(y, 5) 2) 
S(y, 3) Ys 3)? 


L \ Le . . 
c'est-à-dire que la courbe (1) se ramène, par une transformation bira- 
tionnelle, à la forme hyperelliptique. 


LL 


dass à de ln 


E 
2 
E. 
L 
. 
4 
F 
4 
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Inversement, quand (1) est del’espece hyperelliptique, deux courbes C 
ee ; 
n ont jamais un point commun avec (1) sans en avoir un second. 
Il suffit de vérifier le fait, en supposant l’équation de (r) ramenée à 


la forme 
tS V R( t) : 
les courbes C sont alors décomposables en droites 
(Lah ieee 


et si l’une passe par le point (¢,,1T,) de (1), elle passe aussi par le 
point (¢,, — Ti). 

Supposons donc, en premier lieu, que la courbe (1) ne rentre pas 
dans cette classe exceptionnelle, et soient 


H(y,s)=0, K(y,s)=0 


les équations de deux courbes C qui ont sur la courbe (1) un point 
commun et un seul M, ou (yy, z,) (en dehors des A). Ces deux équa- 
tions peuvent s’écrire 

P2(y,%) —Pily,%) =9, 

P3(y,3) —Pi(y, 5) =09, 


P,, P,, P, étant linéairement indépendants. Comme nous l’avons dé- 
montré, la substitution (3) vérifie les égalités 


P.(¥,2 pa Py (Vas 41) +. + Up (Yi 31) 
PCs PT Gy, epee ce Ape Ve 41) 
P3(y¥,3) __ UP, (91) 51) +... +vr (ya 41) 
PU, 2) 0 PE Hay 41) ++ (Yo 4) 


(8) 


où les À;, 4;, v; sont des constantes convenabiement choisies. 

Pour toutes valeurs des y,, z, vérifiant l'équation (2), ces deux 
équations (8) doivent être compatibles avec l’équation (1). Si nous 
exprimons qu'il en est ainsi, nous formons un certain nombre de con- 
ditions algébriques auxquelles doivent satisfaire les A, 14, v. 

Pour tout système A, wu, v (!) répondant à ces conditions, les équa- 


(1) Nous supposons écartées les solutions où 
Nes 


et aussi celles où les À, », v sont nuls. 
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tions (8) et (1) ont au moins une solution (y, =) commune. Ce point 
y, = varie avec y,, 3,, Sinon on aurait constamment 


Zu WAG eT At eee) ee 
SLE ce Q( Yo 50) 
et les polynômes P’, vérifieraient une relation linéaire et homogène 
dont les coefficients (constants) ne seraient pas tous nuls. — 

D'autre part, les équations (8) et (1) ne peuvent avoir, pour un 
point quelconque de (2) (y,, 5,), plus d’une solution (y, =) commune, 
puisqu'elles n’ont qu’une solution commune pour les valeurs (y,, 5, ) 
qui correspondent à (y Zo ): 

Les valeurs (y, =) de cette solution commune s'expriment donc ra- 
tionnellement en fonction de y,, z,. 

J'ajoute que deux systèmes distincts de solutions A, &, v correspon- 
dent à deux transformations (3) distinctes. En disant que les deux 
systèmes (A, u,v), (A, uw, v’) sont distincts, j'entends que les A, &, v 
ne sont pas respectivement proportionnels aux A’, uw’, v’. 

En effet, si les deux substitutions (3) coincidaient, on aurait 


ue P,(y,s)dz — CLAP: (91, m)da __ CIUPLCM, 3,)dz, 
PAST tat F, F., 


identité qui exige que 


On verrait de même que 
Cp: Cp, 


Cy; = Cou: 


Donc à deux systèmes A, wu, v distincts correspondent deux substi- 
tutions (3) distinctes. 

Il en résulte que les relations qui lient les rapports des A, , v sont 
ou incompatibles ou déterminées. Ces relations, qui sont algébriques, 
ne sauraient admettre qu'un nombre fini de solutions : il n’existe 
done qu'un nombre fini de substitutions (3) transformant (1) en (2), 
et la méthode précédente permet de les calculer algébriquement. 


On peut donner plus de symétrie au raisonnement employé en 


Ma Lie hist sn LL à a 
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introduisant la courbe gauche à laquelle M. Nœther a donné le nom 
de courbe normale. 

Regardons les p quantités 


Pity, =), Ps( 7,2); tty P,(Y,3) 


e 


comme les p coordonnées homogènes d’un certain point N dans l’es- 
pace à (p — 1) dimensions. Quand le point (y, s) décrit la courbe (1), 


le point N décrit une courbe gauche I dans l’espace à (p — 1) dimen- 


sions. Cette courbe I est la courbe normale attachée à la courbe (1). 
A chaque point (y, =) de (1) correspond un point de I et un seul. 
Réciproquement, si la courbe (1) n’est pas hyperelliptique, à chaque 
point de I correspond un point de (1) et un seul. 
En effet, soient 
P, P; P, 


Ly=—== P: A2 — Py CEE Cea aaa 
les rapports des coordonnées homogènes d’un point de IT. Les 
courbes C, 


P, — ni 0 


ont (en dehors des points A) un point commun M situé sur (1) et un 
seul; autrement, toutes les courbes C qui ont un point commun sur (1) 
en auraient par le fait méme un second, et la courbe serait hyper- 
elliptique. 

D’après cela, il y a une correspondance birationnelle entre les 
courbes (1) et T. 

Remarquons que la courbe F n’est définie qu'à une transformation 
homographique près. FE 

Si l’on élimine (y, =) entre les égalités qui expriment les p coor- 
données P;, on obtient (p — 2) relations homogènes entre ces coordon- 
nées. Ces relations, que nous appellerons les relations (x), sont les 
équations de F. 

On peut de même attacher à la courbe (2) une courbe gauche I’ de 
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l'espace à (p'— r) dimensions, définies par (p'— 2) relations homo- 
gènes entre les P,, relations que nous désignerons par la lettre (B). 

~ Admettons qu'il existe une substitution (3) transformant (1) en (2). 
Les P, deviennent des fonctions de y,, 3,, qui continuent à vérifier les 
relations (x); d’autre part, on a 


P:(7:3) _ LP: (Vas 31) + Ba Po (Vas 51) ee Up Ppi( Ya 51) 
P,(y, 5) at AP (1 CS Le DE a me Ap’ Po V1 31) 


P3(.¥, 5) F3 Pis me. + v»P (y: 1) 
Py 7,3). Ay Py (915 a) +. Ap Pp (713.42) 


On voit done que les coordonnées d’un point de la courbe I s’ex- 
priment homographiquement en fonction des coordonnées d’un point 
de I’. 

Analytiquement, on voit qu’en remplacant dans les équations (x) 
les P; par des fonctions linéaires et homogènes des P,, (les coefficients 
étant des constantes convenablement choisies), les (p — 2) relations 
entre les P; ainsi formées doivent être des conséquences des relations 
(8). Ce fait s’exprimera par des relations algébriques entre les A, w, v. 

Inversement, quand les points de la courbe correspondent homo- 
graphiquement aux points de I”, par des formules telles que 


P,=(,P, + AQP, +...+ApP,, 


2e (6) a aie tels eine ser Rial isis eu, à es axe y 


cette correspondance homographique définit une substitution ration- 
nelle transformant la courbe (1) en la courbe (2). 

Dans ce cas, en effet, à chaque point de (2) correspond un et seul 
point de (T”), à chaque point de I” un et seul point de F, enfin à 
chaque point de Fun et seul point de (1). Chaque point (y, 3) de (1) 
est donc défini rationnellement en fonction d’un point (y,,5,)de(2). 
Le raisonnement n’excepte pas le cas où la courbe (2) serait de l’es- 
pèce hyperelliptique. 

Quand la substitution (3) est birationnelle, p = p’, et la correspon- 
dance homographique entre les deux courbes (T}) et (T°) est réci- 
proque. 

Inversement, si p =p’, la substitution (3) est nécessairement bira- 


aa) À 


PE CU 


LR ‘2: a /'. © 


nids ds éd dl pi mt eee we'd 
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tionnelle, car la correspondance entre I et I” est réciproque : à un 
point (y, z) de (1) correspond un point de I, à ce point un point de 


ve à ce dernier enfin un point (y,,z,) de (2), si cette courbe (2) 


n’est pas hyperelliptique. 


Ce cas, où (2) serait hyperelliptique, ne peut d’ailleurs se présen- 
ter. Pour le voir, ramenons l’équation (2) à la forme 


soe Ri yi 
2 P; 2 . . 
Les polynômes P; ne renfermant pas z,, les rapports =! s’exprimeraient 


PF 
rationnellement en y,, et comme les coordonnées (y, s) d’un point de 


(1) sont des fonctions rationnelles de D” elles s’exprimeraient elles- 


mêmes rationnellement en fonction d’un paramètre. La courbe (1) se- 
rait donc de genre zéro, tandis que p est plus grand que 1 par hypo- 
thèse. 

Nous sommes conduits ainsi aux propositions suivantes : 


On ne peut passer rationnellement d'une courbe (1) de genre supérieur 
à 1 à une courbe hyperelliplique (2), st la courbe (1) n’est elle-même hy- 
perelliptique. 

Toute ESI or D nnaiien qu permet de passer d'une courbe 
(1) de genre supérieur à 1 et non hyperelliptique a une autre courbe (2) 
de méme genre p est nécessairement birationnelle. 


Ce théorème, nous l’avons démontré plus haut dans tous les cas. 


Pour qu'il existe une substitution rationnelle qui permette de passer 
d’une courbe (1) non hyperelliptique à une autre courbe (2) du même 
genre p, ü faut et il suffit que les deux courbes (1) et (2) admettent la 
méme courbe normale. 


Remarquons en passant que la méthode précédente fournit un moyen 
de calculer les modules d’une courbe algébrique ou d'une surface 
de Riemann. Ces modules ne sont autre chose que les invariants de la 
courbe [ relatifs à la substitution homographique la plus générale. 

Observons, au point de vue de la marche du calcul, qu'on peut 
choisir P,, P,, P,, liés par une des relations (a) : 


H (P:;, P:, P;) = x 
Ann. de l'Éc. Norm. 3° Série. Tome VIIL. — Avnrit 1891. 10 
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de telle taçon que P, s'exprime rationnellement en fonction de PP, 
Cette courbe H—o, de degré p+1, introduite par Clebsch, cor- 
respond birationnellement à (1) et son équation se calcule aisément. 
Si l’on pose 


pour que (r) corresponde rationnellement à (2), il faut et il suffit 
qu’on puisse disposer des constantes A, y, y, de telle façon qu’en 
faisant 
y 2m PC 21) 7 — 2» PiCrr 3) 
PM 241: P;(Y: 31) pre Pi( Yi 31) 
dans l'équation 
he vA 0; 
l'équation ainsi obtenue soit une conséquence de 
(2) F (91,41) = 0. 


5. Au lieu de faire usage de la courbe normale de M. Neether, on 
pouvait avoir recours à certaines considérations indiquées par M. Poin- 
caré dans le Mémoire déjà cité ('). 

Ecrivons l'équation des courbes adjointes C 

A, Pi(»,2) + A, Pay, =) +...+ A, P,(y,3)=0 


Vy 


et de même, l’équation des courbes adjointes C 
B, Py (71931) +--+ BP 1, 31) = 0. 
Soient 


0 (AG, As; ….… A») — 0, 
O,(B;, Be: sos B,) <a 


les deux relations algébriques et homogènes qui expriment, la pre- 
mière, que la courbe Cest tangente à (1), la seconde, que C’ est tangente 
à (2). 


Désignons par (y,3) les coordonnées du point de contact de C et 


(1) H. Porncart, deta mathematica, t. NI. 


: 
2 
- 
a 
oa 
| 

L 
L 

: 

| 
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de (1). Nous aurons 
Y= R (Ai, A,, DOH) Ap); 
5 — R;(A;, Aa, D CHEN AS 


. 


R et R, étant deux fonctions rationnelles. Toutefois, cette derniere 
proposition cesse d’étre exacte si les courbes C ne peuvent avoir un 
point de contact avec (1) sans en avoir plusieurs. C’est précisément ce 
qui arrive pour les courbes hyperelliptiques. 

Supposons en effet que la courbe (1) soit hyperelliptique et ramenée 


à la forme 
ETAGE 


Les courbes C ont alors pour équation 
Ape Agee. A Pt 0, 


La relation © =o exprime alors que cette équation a une racine 
double en y. A tout système de A,, Ag, ..., A,, vérifiant cette condi- 
tion correspond une seule valeur de y, mais deux valeurs de z: 


Serf 


Inversement, si toutes les courbes C tangentes à la courbe (1) ont 
avec cette courbe plusieurs points de contact, la courbe est hyper- 
elliptique. 

Soit en effet M un point de contact de (1) et de C. Par hypothèse, 
toutes les courbes C tangentes en M à la courbe (1) ont avec cette 
courbe au moins un second point de contact N. 

Je dis en premier lieu que ce point N est le méme pour toutes les 
courbes C tangentes à (1) en M. 

Pour le voir, désignons par (y,, 2, ) les coordonnées de M, par (y, z) 
celles de N. 

Le point (y,, %) étant un point de contact de (1) et de C, ses coor- 
données satisfont aux égalités 


Ay Pi(yo 39): +. +A, PE 2) = 9, 


APy( Yor 30) | A AP (Yo 20) are 
1 ere D 


A dy dy 
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Le symbole 
d Pi (Yo 0) 
dx 


représente, dans cette dernière équation, la valeur que prend la fone- 
tion 


Of (y, 5) 
OPi(¥,2) _ OP;(¥,2 AO à 4 
oy Os O/(¥, 4) 

Os 


quand on y fait y = yy, = = 3. 
Par hypothèse, le point (y, ) doit vérifier, par le fait même, les re- 
lations analogues 


a, eens) y+) aah. 
> 


Ces égalités doivent donc être des conséquences des précédentes, 
quels que soient les A;, ce qui exige qu’on ait 


d Pi(yor 5 
(a) Ply, 5) = AP (yon 40) + pee) 
et de méme 
dP, 1 dpi ‘0, So 
anu 2 F) NP ley He) + ef eed 


pour toutes les valeurs de z, 7 =1, 2, ..., p. 
On en déduit aussitôt 


Pity A ee Biya) eee 


ie dy rie dy 
1 P, z ; = 
P, ( Vos 30 LME 30) aise 2 (Vo 3 ae Ne Sy) 
EP 4 (yo, 5 tte 
P2(y, 5) 212) _ — P3(y, 5) : eee 
care ( d P3(¥o. 30) ) dP. (5 30) 
2\ Yoo Lines" oem P3 (yo; BAS 


Les quantités y, 3, étant données, ces équations sont de la forme 


P1(95 3) + &P.(y, 3) + BP;(7, 3) —0, 


4 
4 
4 
4 


As ns, D à à sb + 


we 
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a, B désignant des constantes. Une telle relation ne peut jamais se 
réduire à une identité. Elle détermine donc sur la courbe (1) des 
points particuliers N qui correspondent au point M. 
Pour rappeler ce fait, désignons par (y, =!) les coordonnées d’un 
de ces points N. 
Revenons alors aux égalités (2). Il est facile de voir que, dans ces 
égalités, vu est nul. Son l'égalité 


DA; d'Pi(Yos So) a 
per es 
résulterait des deux égalités 


YAP ys) =0, 
DMPA, 20) =o, 


c’est-à-dire que toute courbe C passant par les deux points M et N 
serait tangente a la courbe (1) au point M. 

Or cette supposition est inadmissible, comme on peut s’en rendre 
compte de la manière suivante : considérons toutes les courbes C qui 
passent par le point M et coupent la courbe (1) sous un angle donné a; 
elles rencontrent la courbe (1) en un certain nombre de points va- 
riables Q;, qui parcourent la courbe (1) et coincident, pour certaines 
courbes C, avec N. Ces courbes passent par M et N sans étre tangentes 


à (1) au point M('). 


Done v. est nul, et l’on a 
Pgo 50) = APE (Ios Fo), 
c’est-à-dire que l’équation 
SAP ilyo20) 


est une conséquence de l'équation 
D AP EP 20); 


(1) A la vérité, ce raisonnement suppose p > 3. Si p = 3, on ramène, par une lrans- 
formation birationnelle, l'équation (1) à être du quatrième degré, et le théorème que nous 
voulons démontrer apparait immédiatement. 
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toute courbe C qui passe par M passe par N. La courbe (1) est de l’es- 
pèce hyperelliptique. 

Si donc nous laissons de côté la classe des courbes (1) hyperellip- 
tiques, les coordonnées y, = des points de contact d’une courbe C avec 
(1) s'expriment rationnellement en fonction des À, 


Y=R (Ay, Aa, ee ap) 
y = R,(A;) Ag, asa aii 


Les quantités A; sont assujetties a la seule relation 
O(A,;, AGS ….) Ap) manag! 9 


Cela posé, admettons qu’il existe une substitution rationnelle (3) 
permettant de passer de la courbe (1) à la courbe (2). 
Par cette substitution, les courbes C, définies par l'équation 


AP: 31) +... -+A,P,(y; i= oe 


se transforment en un faisceau de courbes C’ dépendant linéairement 
de p paramètres homogènes —_ 


Ai Pie 41): PAP yi oe) = 0- 
Dans cette équation, les A’ sont de la forme suivante : 
(k) AS S)9A + 1A, +. 4 PAD, 


les À; désignant des constantes. 
Si les courbes C sont tangentes à (1), les courbes C’ correspondantes 


sont tangentes à (2). Ce fait géométrique équivaut à cet autre fait ana- 
lytique : si les A; vérifient la relation 


Bi AG Ag nc Api oes, 
les quantités A° vérifient la relation 
DAT RES A,')= 0. 


Ainsi, s'il existe une substitution rationnelle (3) qui transforme (1) 
en (2), il existe une transformation homographique de la forme (4), 
qui permet de passer de la relation 


O(A,, Ags ss Ap i 0 


4 
À 
2 = 
4 
- 
> 
E 
| 
4 
4 
4 

fet 


4 


“+ 
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“I 


a la relation 
(Ai, AL, ..., Ab) 0. 


La réciproque est vraie. Pour l’énoncer sous une forme géométrique, 
regardons les A,, À,, ..., A, comme les coordonnées homogènes d’un 
ls ’ ‘ Q ° , . \ 
point dans l’espace à (p — 1) dimensions. L’équation homogène 


O(A,, À, MON) Ap) — 0 
représente une surface dans cet espace. De même l'équation 
8, (A!,A!, ..., AG) =O 


représente une surface dans l’espace à (p’ — r) dimensions. Si la sur- 
face © = o correspond homographiquement à la surface 0, = 6 [par 
des formules telles que (#)], cette correspondance définit une transfor- 
mation rationnelle de (1) en (2). 

En effet, choisissons parmi les courbes C un faisceau quelconque 
dépendant de deux paramètres et assujetti à l'unique condition de 
renfermer une courbe ayant avec la courbe (1) un point de contact et 
un seul. Soit 


(2) A; P,(y, 2) + AzP.(y’, =) + A3P3(y, 3) =0 


l'équation de ce faisceau. 

A ces courbes C correspondent par la transformation (3) des courbes 
C’ dépendant de deux paramètres et dont l'équation s’écrit 
(#5) Ay Qi (9715 31) + A2 Qe (M1, 31) + A3 Q3(Y15 41) = 0 
avec 

tp) 

Q1(%15 51) ay aj P; (V1. 31), 
il 
i=p" 

Q:(Y1 31) >, BiPi (M1, 41), 
real 
i=p' 

03 (71 31) D Vi P; (Yi 31), 


=| 


les x, 8, y étant des constantes qui dépendent des ve 
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Si l’on se donne un point de contact (y,, z,) de la courbe (2) avec 
j he A, As 
la courbe (/’), la courbe (/') est déterminée, et les rapports À à 


sont donnés rationnellement en fonction de (y,, ,) par les équations 


A, QT 31) + As Q2( 1, 41) + As Q3(%15 31) =9; 
AQi( 1) 31) ask dQ:(Y1 71) Fagor 31) En 


9 


A dy, ie dy, dy, 


D'autre part, la courbe (/) correspondante est tangente à la courbe (1) 
en un point (y,s), car A,, Ay, A, vérifient la relation 


O(A;, Ag, A;) =0,; 


les coordonnées (y, z) du point de contact s’expriment rationnelle- 


: A, A : ; 
ment en fonction des rapports <*> <-> par suite, en fonction de (y,, 5, ). 
1 2 


Il suffira donc d’examiner si l’on peut passer de la surface 0, — o à 
la surface © =o par une transformation homographique (4). Pour 
qu'il en soit ainsi, il faut que les rapports des A; vérifient certaines 
relations algébriques, qui sont ou incompatibles ou déterminées. 

Quand les deux courbes (1) et (2) sont de même genre, la corres- 
pondance homographique entre les deux surfaces 0 = o et 0, — 0 de 
l'espace à (p — 1) dimensions est réciproque. Les relations (4) défi- 
nissent alors les A; en fonction linéaire et homogène des Aj, et le rai- 
sonnement précédent montre que la transformation rationnelle de la 
courbe (1) en la courbe (2) est nécessairement birationnelle. 

Ce raisonnement serait toutefois en défaut si la courbe (2) était 
hyperelliptique; mais nous avons montré que ce cas ne peut se pré- 
senter. Voici, d'ailleurs, comment on le verrait directement : 

Supposons que (2) soit hyperelliptique, et ramenons-la à la forme 


3i = R(j;). 


Toutes les courbes C’ qui passent par le point (¥1,5,) passent par le 
point (y,, —%,); par suite, toutes les courbes C qui passent par le 
point (y,3) correspondant à (y,,5,) passent par le point Cy’, 5’) cor- 
respondant à (y,, — 3,). Ceci montre que la courbe (1) est hyper- 
elliptique, ou bien que les points (y, 5), (y', 5") coincident. Mais, 
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dans cette dernière hypothèse, y et z s’exprimeraient rationnellement 
en fonction de y,, et la courbe (1) serait de genre 0, ce qui est ab- 
surde. La courbe (1) est donc hyperelliptique. 

Nous retrouvons ainsi, par cette seconde méthode, tous les résultats 


que nous avions obtenus en faisant usage de la courbe normale de 
M. Nœther. 


6. I nous reste à examiner avec quelque détail le cas où la courbe (1) 
est hyperelliptique. 


Ramenons d’abord l’équation (1) à la forme 


me NY) 
Pour une telle courbe, 
Pi =1, P= y, Pr Aes Pe ye; 
on doit donc avoir 
ip" 

P, aes pz PE vi, 3: 

P, a ApP,(¥15 51) 
et, par suite, 

URI NRC" 71; ne CO Pis $5 


R, désignant une fonction rationnelle de y,, z,. Si l'on exprime, 


d'autre part, que VR, doit être une fonction rationnelle du point 
(y,,5,) de (1), on obtient certaines relations algébriques entre les 
rapports des À, uw, relations qui sont incompatibles ou déterminées. 

Examinons, en particulier, le cas où p—p. En premier lieu, la 
courbe (2) est alors hyperelliptique. En effet, toutes les courbes C qui 
passent par le point (74, %) de (1) passent aussi par le point 
(Yo — 30). Les courbes C’ correspondant aux courbes C (lesquelles 
comprennent toutes les courbes C’, puisque p =p’) ne peuvent donc 
avoir un point commun (y,,2,) Sur (2) sans en avoir un second 
(y,3,) : ces points (y,,5,), (y,,7,) sont les correspondants de 
(Yo Zo)» (Yor — Zo), et ne peuvent se confondre; car autrement, au 
même point (y,,,) de (2) correspondraient deux points de (1). La 
courbe (2) est donc hyperelliptique. 


Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome VII. — Avrit 189r. 17 
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J'ajoute que la correspondance entre les deux courbes est biration- 
nelle. Soit, en effet, 


—_ Q(7%1) 
DE P(7:)’ 
et aussi 
Vrai Sr), 
i (V1) 


P, Q, S désignant trois polynômes de degré (p — 1) au plus en y,. 
Ces égalités ne sauraient être compatibles que si l'on a 


QC Eee 
P(y:) AM +A, 


A, Ay, Uy 4, étant quatre constantes. Donc 


D RENE os 
DAS Ah Ny? 


d'autre part, ‘ 
s=a(yi1)+3:8(%1), 


4 et B étant rationnels. Ces égalités nous montrent que y, et z, s’ex- 
priment rationnellement en y, s. La correspondance entre (1) et (2) 
est donc birationnelle. Nous vérifions ainsi, dans tous les cas, le théo- 
reme que nous avions établi en général au début de cette étude : 
quand p = p'(p > 1), les transformations (3) sont birationnelles. 


7. Les conclusions auxquelles nous arrivons sont les suivantes : 


Etant données deux courbes algébriques (1) et (2) de genre petp,s 
p est superieur a 1, ul n'existe pas, en général, de substitutions ration- 
nelles (3) permettant de passer de la courbe (1) à la courbe (2). De telles 
substitutions, quand elles existent, ne sont Jamais qu'en nombre limité, et 
se calculent à l’aide d ‘opérations algebriques. 

= 1 * d | We U 5 & oy => ’ 

Le genre P de (2) est inférieur ou égal au genre p de (1). Si DD 

toute substitution rationnelle qui transforme (1) en (2) est birationnelle. 


Pr er. as ao 0, 


” WW 
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Plus généralement, y. désignant l'ordre de la substitution rationnelle Coys 
ona 


Les courbes de genre 0 et 1 sont les seules qui se laissent transformer 
en courbes du méme genre par des substitutions simplement rationnelles. 

Quand la courbe (2) est hyperelliptique, toute courbe (1) de genre plus 
grand que 1 dont elle est la transformée rationnelle est hyperelliptique. 


Dans ce qui précède, nous avons supposé qu’on se donnait la 
courbe (1) de genre p qu’il s’agissait de transformer rationnellement 
en la courbe (2), de genre p’. 

Plus généralement, on peut chercher à résoudre le problème sui- 
vant : : 


Etant donnée une courbe (2) de genre p', reconnaitre si elle est la 
transformée rationnelle d’une courbe de genre p. 


Quand p = 1, le problème, comme nous l’avons dit, se ramène à 
reconnaître si une intégrale de première espèce de la courbe (2) n’a 
que deux périodes. 

Quand p est supérieur à r, la question se résout algébriquement. 
Tout d’abord, si p =p’, la transformation est nécessairement biration- 
nelle; toutes les courbes de la même classe que (2) sont des transfor- 
mées birationnelles de cette courbe et répondent a la question. Mais 
nous ne regardons pas comme distinctes, dans ce qui va suivre, deux 
courbes qui correspondent à la même surface de Riemann. Nous cher- 
chons seulement, parmi les courbes (1) qui se transforment rationnel- 
lement en la courbe (2), un type de chaque classe. Toutes les courbes 
appartenant à la même classe jouiront de la même propriété. 

D’après un théorème déjà rappelé de Clebsch, toute courbe de genre p 
(non hyperelliptique) peut être ramenée au degré p + 1 par une trans- 
formation birationnelle. Prenons done comme courbe (1) la courbe de 


‘ Ga 


degré (p +1) la plus générale à = ~p| points doubles. Son 


équation dépendra encore d’un certain nombre d’indéterminées «,, 
Gt, ..+» a. Donnons à ces constantes des valeurs quelconques et écri- 
vons les équations nécessaires et suffisantes pour qu'il existe une 
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correspondance rationnelle de (2) à (1). Nous obtenons ainsi certaines 
relations algébriques auxquelles doivent satisfaire les a,, @, ..., @y. 


Quand ces relations sont compatibles, en remplaçant les a; par un sys- 
tème quelconque de solutions, on forme l'équation d’une courbe (1) 


dont (2) se déduit rationnellement. 
Pour chercher les courbes (1) hyperelliptiques, on procède de la 
même manière, en prenant leur équation sous la forme 


P=y(y —1) (7 —k)(y — ka)...(9 — Kap-n)- 


. ES | ; y ; 
En donnant a p les valeurs 1 + sre (vu étant un diviseur de p’—1), 


on détermine algébriquement toutes les courbes du genre p plus grand 
que 1, dont (2) est la transformée rationnelle, ou plutôt des types de 
toutes les classes de ces courbes. 


Parmi ces courbes, en peut-il exister une infinité qui soient dis- 


tinctes? autrement dit, ces courbes peuvent-elles appartenir à une 
infinité de classes? 

Pour nous en rendre compte, assujettissons dans l’équation (1) les 
constantes «; à des conditions arbitraires choisies de façon que cette 
équation ne dépende plus que de (3p — 3) indéterminées 8, permet- 
tant de donner aux (3p — 3) modules de (1) des valeurs quelconques. 
Ceci est toujours possible : ces constantes forment alors elles-mêmes 
un système de modules de (1). 

Raisonnons maintenant sur cette équation (1) comme plus haut. Les 
8; doivent satisfaire à des conditions algébriques qui sont ou incom- 
patibles, ou déterminées, ou indéterminées. Dans le premier cas, il 
n'existe pas de courbes de genre 1 répondant à la question; dans le 
second, il en existe un nombre limité et, dans le troisième, une infi- 
nité dont les modules dépendent algébriquement de paramètres arbi- 
traires. 

Je vais montrer que ce dernier cas ne saurait se présenter. 

Soit, en effet, 


my, Tee, Sa Le) =O 


l'équation de la courbe (1) dont les modules dépendent de 4, u, ... 
algébriquement. Faisons varier seulement le paramètre ¢. 
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Par hypothèse, une substitution (3) permet de passer de (1) ala 
courbe donnée (2) et vérifie, par suite, les égalités 


Pity, 2 1 PR, (71551) ds : be Z:) dz 
(a) “k ie au [ARE +... fee 


Si les À; ne dépendent pas de 4, la courbe (1) a des modules indépen- 
dants, car on à 


C= pis (Vis Sa: 


1 


P 
C p, P(N 51), 


e, 9, ne renfermant pas ¢; la relation entre n et © ne dépend donc pas 
de #, et, d’autre part, la correspondance entre (1, ©) et (y,=) est bi- 
rationnelle si P,, P,, P, sont convenablement choisis. 

Le raisonnement est en défaut quand (x) est hyperelliptique; on a, 
dans ce cas, si 


B= Ry, tu, ...)=y ly —1)(¥ — fi) (Y= fap) 
est l’équation de (1), 


; Z Nie hee, | ose ps 
(a) eue 


et les À; doivent dépendre de ¢ si les £; en dépendent; autrement, 
pour une valeur de ¢ qui rend égales deux racines de R, le premier 
membre deviendrait infini en certains points (y,z) des, le second 
membre restant toujours fini. 

Admettons donc que À; dépendent de ¢ dans l'équation (a) et trai- 
tons d’abord le cas où (1) serait hyperelliptique. Quand z tend vers 4,, 
le second membre de (a’) croit indéfiniment, quel que soit (y,, =); 
le premier membre, au contraire, ne devient infint que pour des va- 
leurs particulières (yo, z) de (y,2). Il faut donc que y—=®(y,,:,), 
s=(y,,2,) tendent respectivement vers yo, 7) quand ¢ tend vers 4,, 
quel que soit le point (y,,z,) de (2). Les fonctions o et 4 dépendent 
de ¢ algébriquement et se laissent developper suivant les puissances 

1 


de (4 —t,)’=T; par exemple, 


eae Vos Ar ane Ai( Yu) LE... 
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Soit A; le premier des coefficients A qui dépende effectivement de 
(Vis 5,)3 posons 


¥—M—THA FAT +... FART ) _ 
ate a 


Nn 


et de méme oe 
s— 5s — T+(B+ B,T+...+ By-1 Label pe! 
Tet — se 


La courbe que décrit le point (7, O est encore hyperelliptique, 
ay &—=p(n), 


et correspond birationnellement à la courbe (r) par une substitution 


de la forme 
DRE ey C=yt+os. 


Elle a done mêmes modules, et deux de ces modules deviennent égaux 
pour ¢ = ¢,. En raisonnant sur(1)’ comme sur(t), on voit que le point 
(n, © doit tendre vers un point (n,, %) particulier quand ¢ tend 
vers £,, et cela quel que soit le point (y,,5,) de (2). Or (4, ©) varie, 
pour t = ¢,, avec (y,, 5, ). Les modules de (1) et (t)’ sont done indépen- 
dants de ¢. C. 8. Fi Be 

Ce raisonnement s’étend aux courbes (1) quelconques. Écrivons la 
condition que doivent vérifier les (3 p — 3) coefficients modules de (1) 
pour que le genre de cette courbe s’abaisse. On forme ainsi une rela- 
tion en ¢ qui a au moins une racine ¢=¢,. Pour ¢=42,, le premier 
membre de (a) devient infini au moins en un point (y,,z,) de (1). 
Nous pouvons d’ailleurs admettre qu'il ne devient pas infini pour 
t— 14, quel que soit le point (y, =), sinon il contiendrait en facteur 
(— 1%)" et on le multiplierait par (4 — t,)*’. Dans ces conditions, 
un au moins des coefficients A; doit être infini pour ¢= t,. On en con- 
clut, comme ci-dessus, que, ¢ tendant vers ¢,, ¥=9(¥,,5,),3= (1.51) 
doivent tendre, quel que soit le point (y,,3,) de (2), vers les valeurs 
(Yo. Zo) particulières qui rendent le premier membre de (1) infini. 
Le raisonnement s’acheve dès lors comme pour les courbes hyperellip- 
tiques. 


Tan EE z ane Pee DE RUES € 
Nous sommes maintenant en état d énoncer le théorème suivant: 


Les courbes de genre plus grand que 1 qui se laissent transformer 
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rationnellement en une courbe donnée (2) appartiennent a un nombre. 
limité de classes. On peut déterminer algébriquement un type de chaque 
classe ou, st l’on veut encore, leurs modules. 


Le procédé que nous venons d’employer démontre également qu’une 
courbe donnée (2) ne peut étre transformée rationnelle d'une courbe de 
genre 1 et de module arbitraire. 


8. Pour terminer cette étude, je signalerai les rapports du probleme 
de la transformation rationnelle des courbes algébriques avec le pro- 
bleme de la réduction des intégrales abéliennes et celui de la transfor- 
mation des fonctions fuchsiennes. 

Tout d’abord, quand une courbe (2) de genre p’ est la transformée 
rationnelle d’une courbe (1) de genre p, p des intégrales abéliennes 
de première espèce attachées à la courbe (2) (intégrales à 2p’ pé- 
riodes), n’ont que 2p périodes distinctes. | 

Pour ce qui est de la transformation des fonctions fuchsiennes, ce 
problème, analogue au problème de la transformation des fonctions 
elliptiques, peut s’énoncer ainsi: on se donne un groupe fuchsien G, 
et deux fonctions fondamentales correspondantes 


y1= D, (4), ee Tey), 


et l’on demande de déterminer un second groupe G jouissant de la pro- 
priété suivante. 
Si l’on pose 
at, a B 
CE ae 
yh + 


pour certaines valeurs convenablement choisies des constantes «, B, 
y, 6, les deux fonctions fondamentales 


=D (ti), z—ll(t) 


s'expriment rationnellement à l’aide de ®,(¢, ), II, (¢,). 

D'après les idées de MM. Poincaré et F. Klein, le groupe fuchsien G, 
définit une surface de Riemann ou, si l’on veut, une classe de courbes 
algébriques dont l’une est représentée par la relation entre les deux 


fonctions ®,, II,, 
F(®,, IL) =o. 
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De même, au groupe G correspond la courbe 


f(®, IN) =o. 
Posons ae 
Mr a — 
y=o(y=0( S25), 
_ (at, +6 
eut 
et, de même, 
= O, (4), 
5, = II, (4); 


puisque G résout le probleme de la transformation, ona 


o(2a*5) =R [d,(4), 1 (4)], 


yi: +o 


ati+B\ 
Meee) =R,[®,(¢,), 1, (4)], 


Ret R, étant deux fonctions rationnelles; par suite, 


Fe xi: Z1), 
ee cae Ril“, By). 


On se trouve ramené ainsi à déterminer les courbes de genre p infé- 
rieur à p’, dont la courbe (2) est la transformée. 

Étant donné un groupe fuchsien G,, de genre p’, on sait donc déter- 
miner algébriquement tous les groupes transformés G, de genre plus 
grand que 1. La recherche des groupes G de genre 1 revient à recon- 
naître si une des intégrales de première espèce de la courbe F = o n’a 
que deux périodes; mais les théorèmes précédents n’indiquent rien 
sur les groupes G de genre o. 


9. Les propositions que nous venons d'établir ont leurs équivalentes 
dans la théorie des transformations rationnelles des surfaces. Je me 
bornerai, sur ce point, aux indications suivantes. Soient 


(1) F(#,7,3)=60 


l'équation d’une surface algébrique S; p le nombre (plus grand que 1) 
des polynômes Q linéairement distincts adjoints à la surface; p, le 


soon À eh tea | Alt 
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genre de l’intersection C de S avec la surface 2 (ou Q = 0); désignons 
par y la courbe d’intersection de deux surfaces 2; cette courbe ren- 
contre S en (p,—1) points. 

Nous distinguerons trois groupes de surfaces : le premier (le plus 
général), comprend les surfaces S pour lesquelles toute surface X 
qui passe par un point de S ne passe pas nécessairement par d’autres 
points de S correspondants (en dehors des points singuliers de S). 
Pour ces surfaces, les p polynômes Q distincts, regardés comme les 
coordonnées homogènes d’un point de l’espace à (p — 1) dimensions, 
définissent (à une transformation homographique près) une surfaces, 
de cet espace, dite surface normale, qui correspond birationnelle- 
ment à S. D'une manière plus précise, on peut exprimer que les trois 
surfaces 

Q=xQi=o, Q;—6Q,=0, Qi yQr=0 


ont avec S un point commun et un seul. Pour cela, il faut et il suffit 
que a, 8, y vérifient une relation 


(zy ONCE 0; 7) = 0, 


et, a chaque point (x, 6, y) de (1) correspond un seul point (a, y, =) 
de S. Cette surface S,, qui correspond birationnellement à S, est de 
degré (p, — p +3), comme l’a montré M. Nœther. 

Le second groupe (où nous rangeons les surfaces de genre p — 3) 
comprend les surfaces pour lesquelles toute surface 2, passant par un 
point de S, passe par (2 — 1) autres points correspondants. On a né- 
cessairement 
Pins 
Pp — 3 


oS 


Toute surface X tangente à S au point (x, y, =) est langente à S aux 
points correspondants. Toute courbe y qui passe par (x, y, =) (ou est 
tangente à S en ce point) passe par les points correspondants (ou est 
tangente à S en ces points). 

Le troisième groupe comprend les surfaces S (en particulier les 
surfaces de genre p —2) pour lesquelles deux surfaces Ë, qui ont un 
point commun avec S, ont une ligne commune avec cette surface. 
Pour ces surfaces, les courbes C se décomposent en courbes de 

Ann, de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome VIII. — Mar 1891. 18 
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Q;(æ, 7,2) 4 Q,(x, 7,2) d 
ea ion de = quan 
genre 1, et le rapport Dee est une fonction Goer at 
(x, y, 5) varie sur S. 
Ceci posé, soient S' une seconde surface : 
(2) F’ (2', y', 3!) =0, 


p’ et p’ les nombres qui correspondent aux nombres p et p,. 
Admettons qu’on puisse passer rationnellement de (x) à (2) par la 
transformation 


(3) 


qui dépend de paramètres arbitraires. En répétant le raisonnement 
qu’emploie M. Picard (*) dans l’étude des transformations biration- 
nelles des surfaces, on démontre que toute intégrale double de pre- 
mière espèce J de S se transforme en une intégrale de S’ 


flea OE CR abr ol J Phe se I. Pe ee Pe are ie 


J=kd, +9, +. +}, 


les À;étant des constantes. On en conclut que p étant plus grand que 1, 
la transformation (3) ne saurait dépendre de deux paramètres arbi- 
traires. St elle dépend d'un paramètre, S rentre dans le troisième groupe, 
el le module des courbes C (de genre 1) est constant. Quand S' est du 
troisième groupe, l'en est de même de S. Enfin, on a, dans tous les cas, 
PSP's PiSP\- 

Si je désigne par p. l’ordre de la transformation (3), c'est-à-dire le 
nombre de points (x, y’, x) de S qui correspondent à un point (x, y, =) 
de S, ce nombre y satisfait à l'égalité 


te 
Pit 


Supposons maintenant que Set S’ appartiennent au premier groupe ; 
on aura 

Q2 

Q 20; 


pa 4 Xv; Q; , 


On devra done pouvoir déterminer les constantes À, u, ..., de façon 
que les rapports &, 6, y introduits plus haut vérifient la relation (ry, 


(1) E. Picann, Théorie des fonctions algébriques de deux variables (loc. cit.). 


Re ne De à à dus oe eT 
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et ces conditions sont suffisantes. Ceci nous montre qu’on peut calculer 
algébriquement toutes les transformations (3); il ne saurait, par suite, 
exister entre (1) et (2) qu'un nombre fini de transformations ration- 
nelles. Ceci revient à dire qu’on passe de la surface de la normale S, à 
la surface normale S° à l’aide de la transformation 

i=p' 

Q;= dr 0). 

Del 
St donc p =p’, la transformation (3) est nécessairement birationnelle. 
On pourrait se servir également de la condition qui exprime que la 
surface Ë (ou la courbe y) est tangente à S. 

Passons au cas où S’ est du second groupe, S étant du premier, et ou 
il existe une transformation (3). La méthode précédente s’applique. 
Ajoutons que, à’, 6’, y’ désignant les rapports de quatre polynômes Q’ 
quelconques, la surface S' ou 

g'(æ, BY, y)=o 
correspond rationnellement à 8. Si S| n’est pas du premier groupe, 
on raisonne sur S, comme sur S’, et comme le genre p, des S° dimi- 
nue, on parvient à une surface S” du premier groupe qu’on peut sub- 
stituer aS’. Si p =p”, la correspondance entre S et S” est nécessaire- 
ment birationnelle. 

Plus généralement, cherchons toutes les surfaces S distinctes du 
premier groupe, qui correspondent rationnellement à la surface don- 
née S’. (Nous ne regardons pas comme distinctes deux surfaces qui se 
correspondent birationnellement.) On peut toujours supposer S de 
degré (p, — p +3), par suite de degré au plus égal à (p, — p’+ 3). 
On détermine des lors algébriquement toutes les surfaces cherchées de ce 
degré. Il n'existe qu'un nombre fini q de surfaces S réellement distinctes 
et répondant à la question. 

Placons-nous maintenant dans le cas où S appartient au second 
groupe. On peut déterminer algébriquement toutes les substitu- 
tions(3) et, par suite, il n’en existe qu’un nombre fini. On le voit, 
en raisonnant comme M. Picard et en exprimant que les équations 
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et les équations (1) et (2) déterminent rationnellement un systeme 
de valeurs (a, y, +) en fonction du point (x, y’, 5’) de SSP; =p 
la transformation (3) est birationnelle. | 
On peut également déterminer algébriquement toutes les surfaces 5 
distinctes du second groupe qui correspondent rationnellement à S’. 
Supposons enfin que S soit du troisieme groupe, ce qui a toujours 
lieu si S’ appartient lui-même au même groupe. Nous aurons 


(QQ, 340; Oh 


Q 240; © 
Il doit exister un faisceau de surfaces 2’, dépendant de (p — 1) para- 
mètres et tel que deux surfaces du faisceau qui ont un point arbi- 
traire commun sur S’ coincident le long de S’. Cette condition, tou- 
jours satisfaite si p= 2, montre que, si p=p’, S' doit appartenir au 
troisième groupe. Il faut, de plus, que la courbe C (de genre 1) 


—aQ,=0, R= 0 
corresponde rationnellement à la courbe C’ 
Q,—aQi=0,  F'—o. 


La question revient à reconnaitre si une intégrale de première espèce 
de la courbe C’ (pour un certain faisceau de surfaces £’) ne se ramène 
pas aux intégrales elliptiques. 

Cette question résolue, on déterminerait algébriquement les trans- 
formations (3), s’il en existe. Quand le module k? des courbes © est 
constant, la transformation (3) peut dépendre d'un paramètre et de plu- 
sieurs entiers arbitraires. St k* n'est pas constant, la transformation ne 
saurait dépendre que d’entiers arbitraires. 

Cette étude se rattache au problème de la transformation des fonc- 
tions hyperfuchsiennes. Mais je me réserve de développer ailleurs ces 
considérations, qui nous entraineraient trop loin de notre sujet. 


(A suivre.) 


——_—_ 0a 


SUR LES PRINCIPES 


DE LA 


THÉORIE GÉNÉRALE DES FONCTIONS 


(suITE ), 


Par M. RIQUIER, 


PROFESSEUR A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE CAEN. 


Expressions calculables par cheminement. 


29. Outre les fonctions proprement dites, précédemment considé- 
rées ('), on rencontre sans cesse, dans l'Analyse moderne, certaines 
expressions, dites calculables par cheminement, dont l'importance est 
capitale. Nous proposerons à cet égard une théorie qui nous semble 
être à la fois rigoureuse et conforme à la nature du rôle analytique 
de ces expressions. En comparant notre manière de voir à celle de 
M. Méray (?), le lecteur pourra constater aisément et l’identité du 
point de départ, et les différences notables qui séparent ensuite les 


deux théories. 


30. Une série entière en 2 — x, y — yo, ..., admettant quelque 
système de rayons de convergence, définit, comme nous l'avons dit au 
n° 13, une fonction olotrope de x, y, ..., dans toute l'étendue de 
l’espace où la convergence subsiste. Donnons à ce développement la 
forme de Taylor; puis, désignant par æ,, y,, ... des valeurs particu- 
lières comprises entre les limites de convergence, introduisons, dans 
ce développement et dans toutes ses dérivées, l'hypothèse numérique 
v=x,,y=y,,---. Le calcul des sommes de ces divers développe- 


(1) Voir les numéros de février et mars 1891. 
(2) Nouveau Precis, p. 91 à 98. 
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ments, une fois effectué, nous permettra évidemment de construire 
celui de notre fonction à partir des nouvelles valeurs initiales æ,, 
y"... : ce deuxième développement de Taylor, entier en æ—%y;, 
y— 1, .…, admettra certainement quelque système de rayons de con- 
vergence, et nous dirons, pour abréger, qu'il se raccorde avec le précé- 
fect 

Cela posé, considérons un chemin brisé ayant pour sommets succes- 
sifs les points 
(2)o= (Los Yor ---)s 
(ah = (Zi Vis. +)s 
(ar) (@)2—= (Las Vas +.) 

(ag (Les Vas - + +), 

ENT VY oro 
Si, à partir de ces sommets successifs, on peut construire autant de 
développements dont chacun se raccorde avec le précédent, et dont le 
premier ne soit autre que le développement donné, le chemin brisé (21) 
sera dit praticable relativement à celui-ci. Ainsi, il faudra d’abord que 
le développement donné admette des rayons de convergence respecti- 
vement supérieurs aux modules des différences x, — 2, Y; — Yo, «+++ 
ce qui permettra de construire, à partir des valeursinitialesæ,, y,, ..., 
un deuxième développement se raccordant avec le premier; il faudra 
ensuite que ce nouveau développement admette des rayons de conver- 
gence supérieurs aux modules des différences æ, —æ,, y: — y, 
ce qui permettra de construire, à partir des valeurs initialesæ,, y», ..., 
un troisième développement se raccordant avec le second; et ainsi de 
suite Jusqu'au développement construit à partir de ae, y4, ..., qui doit 
admettre des rayons de convergence supérieurs aux modules des dif- 
ferences X—a,, Y—yg, ..., afin qu'un dernier développement 
puisse être finalement construit à partir de X, Y, 

Nous nommerons, avec M. Méray, série ou dévelopnewent Jonda- 
mental la série entière en æ — a, y — yo, -.., choisie comme base des 
calculs précédents, et nous affecterons de la même qualification les 
premières valeurs æ,, yy, ... des variables indépendantes, ainsi que 
le point (a), dont elles sont les coordonnées imaginaires. 

Nous aurons plus d’une fois à exprimer que deux chemins brisés de 


> | 
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même extrémité, praticables par rapport à un développement fonda- 
mental donné, conduisent au même développement final : en dési- 
gnant par 

(ao(ah (a)... (a); (A), 

(a )o (a) (a')3 ... (a')g (A) 


les deux chemins brisés dont il s’agit, nous exprimerons cette équiva- 
lence à l’aide de la notation 


Wi(@)o(@), (@)2...(2),(A)] =Y[(a) (a), (a) … (a')z (A)]. 


31. St, par rapport à un développement fondamental donné, deux 
chemins brisés de méme extrémité, 


(22) (a)o(a)1 (a): ... (a)z (A), 
(23) (@)o (@’), (a')a . .. (a')g (A), 


sont praticables et équivalents ; si de plus, le chemin brisé 
(2)o(@)1 (a)s ... (@)g (A) (hi... (æhx, 


obtenu par un certain allongement de (22), est praticable : le chemin 
brisé 

(&)o (@")s (a )a +: (a')g (A) (a), +. (ax, 
obtenu par le même allongement de (23), est praticable comme le préce- 
dent, et conduit au même développement final. 


32. Étant donné un développement fondamental, entier par rapport 
aux n différences x — 2) y — Yo, ---, nous dirons qu’un arc continu, 
tracé dans l’espace à 272 dimensions (3) (6), part du point fondamen- 


tal (30), lorsqu’aux valeurs initiales so, 4, ... des indéterminées 
réelles s, ¢, ..., dont il dépend, correspondront, pour x, y,..., les 
coordonnées imaginaires 2, Yo, --- du point dont il s’agit. 


Si, à partir de (s,, 4, ...), on inscrit dans l’arc donné un chemin 
quelconque 


(24) (So Los +++); (Sty bry +), 


(5), la suite formée avec les systèmes de valeurs de a, y, ..., qui 
correspondent à ses divers sommets, constitue, dans l’espace à 2n 
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dimensions, un chemin brisé (30) 
(25) (Los Yoo tr), (AT Ed OR] 


ayant son origine au point fondamental. Nous dirons de même, en 
pareil cas, que le chemin inscrit (24) a son origine au point fonda- 


mental, et qu’il est praticable ou non par rapport au développement — 


donné, suivant que le chemin (25) jouit ou non de cette propriété (30). 

Cela posé, si l'on peut assigner une constante positive p jouissant de 
la propriété que les divers chemins de régulateur p (5), inscrits dans l'arc 
en question à partir du point fondamental, soient tous praticables, les 
coefficients du développement final auquel on est conduit à l'extrémité 
d'un semblable chemin dépendent uniquement des valeurs de s, t, ... 
qui en fournissent le dernier sommet. 

Nous démontrerons comme il suit cette proposition capitale : 


I. Considérons un développement fondamental admettant les rayons 
de convergence Ry, Ry, ..., et un chemin brisé (30) 


(ah = (os Yes - 7) 
(a) = (To ae hay Vo + ky, a 4 — CASE .. “ie 


(ah = (2, + ha, pit Ka.) = (Lay Yas +. +) 


= To se Ris pit Xp,» «-) = (Sas Ios ch, 


ayant son origine au point fondamental Cyr .): st les accroisse- 
ments successivement attribués aux variables vérifient les relations 


: modh,+ modh,+...-+ modh,< R,, 
(26) modk,-+ modé,+...-+ modk,< Ry, 


les deux chemins 
(a); (a): (as... (@)p, 


(a)o(a)» 


sont praticables et conduisent au même développement final. 
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On sait (13, IIT) que la somme du développement fondamental dé- 
finit une fonction J(&, y, ..…), olotrope à l’intérieur des cercles de 
rayons R,, R,, ... décrits des points æ,,y,, ... comme centres. Cela 
étant, si l’on désigne par g un entier quelconque de la suite 1, 2, ...,p, 
les relations (26) donnent immédiatement 


mod (Ty — 2) = Mod (hi + hs +... + hy) <Rz, 


mod (¥g— Yo) = mod (ky + ky +...+ kg) <Ry, 


MO OSes Gye Wee! eNe elie efohale .c8(6' elrel es! a ei, sos a) 8 le, 0-6 «shana We 61e 


dès lors, les points (a),, (a),, (a), ..., (a), sont tous situés dans un 
espace où la fonction f(x, y, ...) est olotrope, et la quantité 


Sql Yan ER, 9 


est développable en une série entière par rapport à A, 4, ..., tant que 
les modules de ces accroissements sont respectivement inférieurs aux 
différences 


R, — mod (Ty-1 — To) = Rz — mod (hy +...+ hy_,), 


R, — mod (yg-1 — Yo) = Ry — mod (kh, +...+ ky_-1), 


Sale oie tie nie ele ele ble ee olelpiole © 6 ele, © + à a 9 4.0 eee se à 0 6 610. sie 


(13, IT). Comme on a précisément, en vertu de (26), 


mod (A; + hg +...+hg-,) + mod, <R,, 


mod (Ki — k, +...+kg-+) + modk, < R,, 


ol cirielelelaielse olsle els aide) e 6 ele ei WP eo Blois 4 wee + 04 5.2 


les valeurs 
Lg = Lai + hq, Ya = Yan + ko) 


se trouvent certainement dans les limites où f(x, y, ...) est dévelop- 
pable par la formule de Taylor à partir des valeurs x,_,, 7, 

Cela posé, si l’on considère le développement de f(a, y, ...) à par- 
tir des valeurs initiales x, yo,.--, Vhypothese numérique x= 2,, 
iy hae, introduite dans ce développement et dans toutes ses déri- 

Ann. de L'Éc. Normale. 3° Série. Tome VIII. — Mar 1891. 19 


146 RIQUIER . 
vées, fournira, à des facteurs numériques près, les coefficients du 


développement de f(a, y, ...) à partir de æ,,y,.... et permettra de 
construire le développement dont il s’agit. Ce deuxième développe- 


ment une fois connu, on en déduira, par le même mécanisme, le 


développement de /(x, y, ...) à partir du troisième sommet (æ,, 
Yo. ..), et ainsi de suite jusqu’au sommet final (æ,, yp, .-.). Le 
chemin | 


(a)o (ah (a)... (@)p 


est donc praticable et équivalent au chemin direct (a), (@)>p. 


I]. Tout chemin brisé (30) praticable par rapport à un développement 
donné, et ayant tous ses sommets dans les limites de convergence du déve- 
loppement dont il s'agit, équivaut au chemin direct formé avec les deux 


sommets exlrémes. 


° Le point ci-dessus énoncé est exact, lorsque le nombre des som- 


mets est égal à 5. 
En désignant par f(x, y,...) la somme de notre développement 
fondamental, entier enx—x,,y—7,,..., et par 


(ao = (Tode..}, 
(= Hag + ce) 
CA y= (AY, «7, 


les trois sommets de notre chemin brisé, on observera tout d’abord 
que le développement auquel on est conduit en (a), coincide avec celui 
de f(x, y, ...) effectué à partir des valeurs æ,, y,,... 

Si l’on considère maintenant les différences 


modæ;—modX, mody,—modyY, ..., 
un certain nombre d’entre elles, 
moda,—modX, ..., 
sont 20, tandis que les autres, 


mod y;— modY, ...,. 
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sont So. Cela étant, les deux ares continus 


ii ee : 


ee enews ) 


8 
ee) Jr=n+t-yne, 


dépendant chacun d’une indéterminée assujettie à varier de o à r, sont 


= 


entièrement situés dans les limites de convergence de la série propo- 


sée. Effectivement, le premier de ces arcs commençant en (x,, y,,-- 
le second se terminant en (X, Y, ...), et les points (æ,, y,, 


(X, Y, ...) se trouvant compris l’un et l’autre dans les limites en ques- 


tion, il suffit de faire voir que les différences 


modæx, — mod, 


sont Zo sur toute l'étendue du premier are, et que les différences 


mod Y — mod y, 


jouissent de la même propriété sur toute l'étendue du second. Or, si 


l'on tient compte des inégalités 


modz,=modX, —...; 


Mody, MOT E.,+, 
les relations évidentes 
modz,—(1—s)moda,—smoda2,=o0, ..., 
mod Y —(1— 4) modY —émodY — 0, 
donnent successivement, les premières 


modæ,—(1—s)modz,—smodX20, ..., 
modx,— mod[(i—s)æ+sX]20, DE 
modæ;,—mod[x;,+(X—x;)s]20, peas 
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les dernières 
modY —(1— ¢) mody,— ¢modY20, ..., 
mod Y — mod[(1— ¢) 71+ ¢¥]20, Be 
mod Y — mod[y71+(Y — 71) ¢]20, 


Cela posé, il résulte du n° 19 que la fonction f(x, a) admet 
sur toute l’étendue de ces deux ares des olomètres au moins égaux à 
certaines constantes positives Ons by» .... Formons alors, avec o et 1 
comme termes extrémes, deux suites croissantes 


! Ui 
GS, SUP, ke 


Ota vod esate hela 


telles que, pour chacun des deux chemins inscrits qui leur corres- 
pondent respectivement sur les arcs (27) et (28), les différences for- 
mées avec les coordonnées imaginaires semblables de deux sommets 
consécutifs quelconques présentent des modules respectivement infé- 
rieurs à ¢,, 0), ... (7). Puis, considérant les deux chemins brisés qui, 
dans l’espace à 27 dimensions, correspondent respectivement a ces 
deux chemins inscrits ('), observons que le sommet final du premier 
coincide avec le sommet initial du second, que le chemin brisé résultant 
de leur juxtaposition bout à bout a son sommet initial en (æ,, y,,...), 
son sommet final en (X, Y, ...), et que, si l’on prend pour développe- 
ment fondamental celui de f(x, y, ...) effectué à partir des valeurs 
Zi, Vas -.., le parcours total de ce dernier chemin fait retomber de 
toute nécessité sur le développement de f(a, y, ...), effectué à partir 
des valeurs X, Y, .... Assurons-nous enfin, chose extrêmement aisée, 
que, sur le chemin brisé dont il s’agit, la somme des modules des 
accroissements successivement attribués à chaque variable est égale à 
l’une ou à l’autre des quantités 


mod(X— 2,), mod(Y — 7), 


“9 

suivant qu'il s'agit de l’une ou de l’autre des variables a, y, 
Comme, en vertu de notre hypothèse, le point (X, Y,...) est situé 
dans les limites de convergence du développement qui correspond au 


(1) Voir le début du présent numéro. 


Ze 
‘a 2 


ad es ee 
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sommet initial (æ,,y,,...), on pourra passer directement de celui-ci 
au sommet final (X, Y, PC): 


En conséquence, le développement auquel conduit, en 
(A) =(X,Y,...), 


le chemin donné (a), (a),(A) coincide avec le développement de 
f(x, y, +++), effectué à partir des valeurs X, Y,.... Il équivaut donc 
au chemin direct (a),(A). 


2° Le point énoncé au début du présent alinéa est exact, quel que 
soit le nombre des sommets de notre chemin brisé. 


Si lon désigne, en effet, par (a), (a),, (a):, ..., (a), (A) les 


sommets successifs du chemin dont il s’agit, on a, en vertu de 1°, 
P[(4)0(@)1(4)2] = V[(@)o(@)z] 

(30). d’où l’on déduit (31) 

Wf(a)o(ahi(ah(a)]= Wf(a)o(a)a(a hs]. 

Une nouvelle application de 1° donne alors 
W[(@)o(4@)2(4)a] = P[(4)o(@)s], 

d’où, par comparaison avec la relation qui précède, 

W[(@)o(@)1(@)2(@)s] =P [(@)o(@)s ]. 


En continuant ce raisonnement de proche en proche, on tombera fina- 
lement sur la relation 


W[(@)o( @)1(@)2-.-(@)g(A)] = FT(a)(A)T. 


Ill. La proposition formulée par notre énoncé général est exacte, st 
l'arc dépend d’une seule variable s. 


1° En désignant par s, et S les valeurs initiale et finale de la variable 
dont il s’agit, tout chemin inscrit 


So 54 Sq. cage) 


partant du point fondamental, se compose d’une suite limitée de frag- 
ments alternativement directs et inverses, c’est-à-dire tels, que les difré- 
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rences formées en retranchant chaque valeur de s de la suivante aient 
toutes le signe de S —5,, s’il s’agit d’un fragment de rang impair, et le 
signe contraire, s’il s’agit d’un fragment de rang pair. 

>° Deux chemins inscrits de régulateur e, composés l’un et l’autre 
d’un simple fragment direct, et dont l'extrémité finale correspond, 
pour tous deux, à une même valeur de s, conduisent au même dévelop- 
pement final. | 


Soient 
(29) CHÉREAAS PEL OL 
(30) $584 Sa de Se 


les deux chemins dont il s’agit. Si, entre les valeurs extrêmes s,, S('), 
des deux suites précédentes, on range par ordre de grandeur les va- 
ours AS SELS ie Sah rep Ses ON TODS UA troisieme chemin 
inscrit 


(31) S0T102+ « » Ogg" SA) 


équivalent, comme nous allons le voir, à chacun des proposés. 
Parcourons, en effet, la suite (31), jusqu’à ce que nous y trouvions 
le terme s°, et soit, pour fixer les idées, 


(32) SoT1T2030% 


(où 5, =s,) la portion de suite ainsi obtenue. Deux termes quelconques 
de cette suite partielle présentant une différence numériquement infé- 
rieure à p, il résulte de notre hypothèse que le chemin (32) est prati- 
cable et a tous ses sommets situés dans les limites de convergence du 
développement initial. Dès lors, en vertu de l'alinéa II, la portion s,s, 
du chemin (29) équivaut à la portion du chemin (31), qui commence 
et finit aux mêmes valeurs de s, et l’on verra de proche en proche qu'il 
en est de même des portions successives 


CMP; 1e 7 1 
CR POR NON RE UE} TL 


oy 


Le chemin (31) est donc équivalent à (29) et, en vertu d’un raisonne- 
ment semblable, à (30); ces derniers sont done équivalents entre eux, 
ce qu'il s'agissait de prouver. 

3° Un chemin inscrit de régulateur p, composé de & fragments alter- 


oe BA 


a” 


2 
| 
+ 
2 
2 
4 
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nativement directs et inverses, équivaut a tout chemin direct de méme 
régulateur dont l’extrémité finale correspond à la même valeur de s. 
Supposons d’abord # = 2, et soit 


(33) $b SO SG 


le chemin inscrit dont il s’agit. La valeur S® étant comprise dans l’in- 
tervalle de s, à S®, on peut (2°), sans altérer les coefficients du déve- 
loppement final, intercaler à la place voulue la valeur S® dans la por- 
tion directe du chemin (33), et considérer celui-ci comme composé 


des trois fragments 
none SU. SA 


les deux premiers directs, le troisième inverse. A ce dernier, on peut 
en outre substituer un fragment formé avec les mêmes valeurs de s 
que le second, mais dans l’ordre inverse; car les deux fragments que 
l’on remplace ainsi l’un par l’autre constituent deux chemins directs, 
et par suite équivalents (2°), relativement à l'arc partiel qui com- 
mence aS" et finit à S®. Désignant alors par 


EE an it SU OS 


les valeurs successives de s qui constituent le deuxième fragment, il 
est aisé de se convaincre que les deux chemins inscrits 


ES Se SD SES peg sus Sa D, 


CE SP 


sont équivalents : car l'application alternative de l'alinéa précédent (II) 
et du n° 31 nous donne 


Ws, ... Si sys__... S-18,90s,] See TE DID NS rs 
Ws, ... SA 515. 2. Sg18gS" Sg5g_1] = WTSo :.. BS!) 5152 ... Se1SeSg1] 
a= lee sue. ce S(2)'sy So hote Soa ale 


et nous conduit ainsi de proche en proche à l’équivalence dont il 
s’agit. Le chemin (33) équivaut done a quelque chemin direct de 
régulateur p allant de s, en S®), et, par suite (2°), à tout chemin direct 
remplissant cette double condition. 
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I nous suffit maintenant de faire voir que, si le point en question (3°) 
est vrai pour un chemin composé de # — 1 fragments, il l’est encore 
pour un chemin composé de # fragments, par exemple 


Sy 22 SI. SUL MIE a ete Pte SIN 
Désignons, à cet effet, par | 
Sr 
Nate Le 


deux chemins directs, de régulateur p, allant respectivement de s, 
aS“ et de s, 2S. On a, d’une part, en vertu de ce qui est admis, 


Wis, ... S$... S@... ete. ... SAN] W[s, ... S4-0], 
d'où (31) 
W[s) 2.2. SU)... Sy... etc. ... SHY ,., SHM]= Ws... SH... SH]; 


en se reportant, d’autre part, soit à 2°, soit au cas déjà examiné dans 3°, 
suivant que le dernier fragment S#-" ... S® est direct ou inverse, on 
a la relation 

Ws... SU) 2, SH] Ws, ... SH], 
qu'il suffit de comparer avec la précédente pour en déduire le point 
que nous avons en vue. 


IV. Les hypothèses étant les mêmes que dans notre énoncé général, un 
chemin inscrit de régulateur 9 qui contient le fragment 


(a, di, “…), 
(34) (as ts, ...), 
(5, ts, +) 


équivaut au chemin inscrit (de même régulateur) que l’on déduit du 
premier en remplaçant o par s dans le sommet intermédiaire du frag- 

9 8 
ment (34). 


Effectivement, le troisieme chemin inscrit que l’on déduit du pre- 
mier en y remplaçant le fragment (34) par 


| hot oR, 
(35) (oy dy, 2), 
| CRE ARE 


\ (5, bare she Ne 
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est nécessairement praticable, puisqu'il admet, comme les précédents, 
le régulateur p. D’un autre côté, le second et le troisième sommet du 
fragment (35) sont compris dans les limites de convergence du déve- 
loppement correspondant au premier; le troisième et le quatrième, 
dans les limites de convergence du développement correspondant au 
second. On peut donc, en vertu de l’alinéa II, supprimer à volonté soit 
le second, soit le troisième sommet du fragment (35), ce qui fait re- 
tomber, soit sur le fragment 


(o, lis }s 
\ (5, La; }, 
(5, f3, A 


soit sur le fragment (34). 


V. Notre proposition est exacte dans le cas general où l'arc donné 


dépend de p variables s, t, .. 


Si Pon a égard à l’alinéa III, il suffit évidemment de faire voir qu’en 
la supposant exacte pour un arc à p — 1 variables, elle l’est nécessaire- 
ment encore pour l’arc donné. 

A cet effet, désignons par (s,, 2), ...) le point initial de l'arc, et par 
(s, 7, ...) un système de valeurs arbitrairement choisies dans les 
intervalles respectifs où les p variables s, ¢,... sont assujetties à se 
mouvoir. Si l’on considère l’arc à p — r variables, obtenu en attribuant 
as la valeur fixe s, et en faisant mouvoir les autres variables ¢, ... dans 
ceux des intervalles précédents qui leur correspondent, tous les che- 
mins inscrits de régulateur p ayant leur origine en (4, ...) sont prati- 
cables, et, dès lors, en vertu de ce qui est admis, conduisent en (7, ...) 
à un seul et même développement final. Si, prenant ensuite ce dernier 
comme développement fondamental, on considère l’are à une seule 
variable obtenu en attribuant à #, ... les valeurs fixes 7, ... et en fai- 
sant mouvoir s dans l'intervalle qui lui correspond, tous les chemins 
inscrits de régulateur p ayant leur origine en s, sont encore prati- 
cables, et dès lors (III) conduisent, en o, à un seul et même dévelop- 
pement final. Or, comme nous allons le faire voir, le parcours d’un 
chemin quelconque de régulateur p, inscrit dans l'arc donné de 
CRM, Te 2), fait nécessairement retomber sur le dévelop- 
pement dont il s’agit. 

Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome VII. — Mat 1891. 20 
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Effectivement, soit 
(is ben Da) 
(sh ED 
(36) (Se. las pipe) 
ses tyne) 
(esse a) 


un semblable chemin. Le chemin inscrit 


[ [ (So, Los eh, 

| rome, 

| (SEM) 

| CS En) 

(37) dar Toes 
fo > 

(SRI, 0) 

(Tr ee) 
\ (Fy Ty once )y 


déduit du précédent à l’aide d’un mécanisme facile à apercevoir, admet 
aussi le régulateur 5, et l’on voit sans peine qu'il lui est équivalent : 
car on peut, en vertu de l'alinéa IV, remplacer s, par s, dans la cin- 
quieme ligne du Tableau (37), puis faire successivement la même 
substitution dans la quatrième, la troisième et la seconde ligne. Con- 
sidérant alors le tableau résultant, on pourra de même remplacer s, 
par s, dans sa sixième, sa cinquième, sa quatrième et enfin sa troi- 
sieme ligne. En continuant ainsi et réunissant en un seul les derniers 
sommets du tableau final, qui coincident avec (5,7, .. 
sur le tableau (36). 

Il suffit maintenant d'observer que le chemin (37) se compose de 
deux fragments consécutifs respectivement inscrits dans l’arc à p — 1 
variables et dans l'arc à une variable dont nous avons parlé ci-dessus, 
le premier de (£,, ...) à (+, ...), le second des, ac. 


.), on retombera 


33. Lorsque les hypothèses formulées par l'énoncé du numéro pré- 
cédent se trouvent réalisées, nous dirons que l'arc donné est praticable, 


CCR ON PEN PAIN TETE 


TANT 
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avec le régulateur », par rapport au développement fondamental. 
tout point de cet arc, c’est-à-dire @ tout systéme de valeurs des i 
minées réelles dont il dépend, on peut alors faire correspondre un déve- 
loppement déterminé, en s’astreignant à ne considérer que les chemins 
inscrits de régulateur ¢ parmi ceux qui vont de l’origine de l’arc au 
point considéré ; le parcours d’un semblable chemin se nomme, pour 
abréger, le parcours de l'arc, effectué de l’origine au point dont il 
s'agit. D'ailleurs, la proposition formulée à l'alinéa II du numéro pré- 
cédent permet de supprimer parfois tels ou tels sommets du chemin 
inscrit, ce qui abrège évidemment l'opération. 


34. En supposant, comme de raison, que le développement fonda- 
mental admette quelque système de rayons de convergence, tout arc 
continu, tracé à partir du point fondamental dans des limites suffisam- 
ment restreintes, est praticable. Considérons, en effet, un are compris 
dans les limites de convergence du développement fondamental; dési- 
gnons par f(a, y, ...) la somme de ce dernier, par à,, 6,, ... les olo- 
mètres de f(a, y, ...) sur l’are dont il s’agit (19), enfin par 9-une 
quantité positive telle que, sur tout chemin inscrit de régulateur p, les 
différences formées avec les coordonnées imaginaires semblables de 
deux sommets tes quelconques présentent des modules respec- 
tivement inférieurs à d,, 6,,... (7): cela posé, on voit immédiatement 
que l’arc donné est le avec le régulateur 2 (33). 

D'un autre côté, deux arcs continus, praticables par rapport à un 
même développement fondamental et respectivement terminés en 
deux points de mêmes coordonnées imaginaires, peuvent conduire, 
soit au même développement final (comme cela aurait lieu, par 
exemple, si les deux ares étaient entièrement situés dans les limites 
de convergence du développement fondamental), soit, au contraire, à 
deux développements distincts. 

Nous dirons, en conséquence, qu’un développement fondamental 
donné (admettant quelque système de rayons de convergence) définit, 
non pas une fonction, mais une pseudo-fonction (') dew, y, ...; nous 
dirons encore que cette dernière est calculable suivant tel ou tel che- 


(1) Le terme de pseudo-fonction est emprunté à M. Méray. 
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min, brisé ou continu, lorsque le chemin dont il s’agit sera praticable 
par rapport au développement donné (30) (33). | 


35. Si l'on substitue à un développement fondamental quelconque sa 
dérivée d'ordres partiels p, q, ..., tout chemin brisé praticable (30) rela- 
livement aux anciennes données l'est encore relativement aux nouvelles, 
et les développements successifs obtenus dans le second cas sont les dérivées 
d'ordres p, q, «.. de ceux que l'on obtient dans le premier. 


Il en résulte que la pseudo-fonction définie par les nouvelles données 
est calculable (34), avec le méme régulateur, sur tout arc continu où la 
premiere est supposée l'être, et que le développement de la seconde en un 
point quelconque de cet arc (33) est la dérivée d'ordres p, q, ... du déve- 
loppement correspondant de la premiere. — 

Cette deuxième pseudo-fonction se nomme la dérivée d'ordres par- 
tiels p,q, ... de la proposée. En tout point d’un arc praticable, les va- 
leurs d’une pseudo-fonction donnée et de ses’diverses dérivées sont, 
aux facteurs numériques connus pres, les coefficients du développe- 
ment correspondant de la pseudo-fonction donnée. 

Il est clair que, si deux ares praticables de même extrémité condui- 
sent, pour une pseudo-fonction donnée, à un même développement 
final, ces deux arcs jouissent de la même propriété relativement à une 
dérivée quelconque. 


36. Si l’on désigne par 
(38) DAT Cae) 
la somme d'un développement entier en uw — uy, 6 — +4, ..., et par 
(39) RS AN POLE ET aed 8 


les sommes de développements entiers en æ — x, y — yo, --., ayant 
respectivement WU), %, -.. pour termes constants, on sait (27) que, 
pour des valeurs de x, y, ... suffisamment voisines de DEP ARTS 
l'expression 

7e nl 7 
(40) ER) LU cade, VE, ae “| 


peut elle-même être mise sous forme d'un développement entier en 
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L — Lo, Y — Yo, .... Ces divers développements, considérés conjointe- 
ment avec le point fondamental (w,,6,,...) s'il s'agit du premier, ou 
avec le point fondamental (x,, y,, ...) s’il s’agit des suivants, défi- 
nissent autant de pseudo-fonctions, auxquelles nous attribuerons les 
dénominations respectives de pseudo-fonction composante, pseudo- 
fonctions sémples, pseudo-fonction composée. 

Avant d’énoncer la proposition générale relative aux pseudo-fone- 
tions composées, il importe d'observer que la valeur variable acquise 
par une pseudo-fonction donnée de x, y, ... aux divers points d’un 
are continu praticable, a pour éléments (6) deux fonctions conti- 
nues (7*) des indéterminées réelles s, ¢, ... dont l’arc dépend. Effecti- 
vement, si l’on désigne par 6, t, ... des valeurs particulières attri- 
buées à s, 4, ..., et par &, n, ... les coordonnées imaginaires du point 
correspondant de l’arc donné, la valeur de notre pseudo-fonction, pour 
des valeurs de s, £, ... suffisamment voisines de o, 7, ..., s’obtiendra 
en substituant aux 27 éléments dea —&, y —1,..., dans un certain dé- 
veloppement G(a, y, ...), entier par rapport à ces différences, 27 fonc- 
tions continues de s, £,.... Dès lors, pour des valeurs numériquement 
assez petites de s —o,t—v, ..., les modules de æ —, y — n, 
tomberont au-dessous de toute quantité donnée, par consequent aussi 
celui de la différence G(æ, y, ...) —G(%, 4,..-), et, à plus forte rai- 
son, les valeurs numériques des deux éléments de cette dernière. 

D’après cela, sz, dans l’espace indefini relatif aux variables imagt- 
naires x,y,...(6), on trace, à partir du point fondamental Coe APM 
un arc continu praticable pour les diverses pseudo-fonctions simples (39), 
le point ayant pour coordonnées imaginaires les valeurs correspondantes 
de celles-ci décrit, dans l'espace indéfini relatif aux variables imagt- 
naires U, 9, ..., un arc continu dependant des mémes indeterminees 
réelles que le premier. 


37. Cela posé, sz les diverses pseudo-fonctions simples (39) sont toutes 
calculables sur un même arc continu (a), et st la composante (38) jou 
de la même propriété sur l'arc correspondant (A) décrit par le point 


MAS NAS AO PA | 


(36), la pseudo-fonction composée (ho) est calculable sur l'arc (a), et son 
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développement en un point quelconque de celui-ci s'obtient en combinant 
les développements correspondants (33) des pseudo-fonctions simples et 
composante à l'aide du mécanisme décrit au n° 27e 

Pour abréger, nous ne ferons guère qu’énoncer successivement les 
divers points à démontrer. 


I. Lorsqu'une pseudo-fonction de x, y, ... est calculable sur un arc 
donné, on peut assigner certaines constantes positives Ou Sys se, Que son 
développement en un point variable de l'arc (33) ne cesse d'admettre 
comme rayons de convergence. 


Le fait en question se démontre par des raisonnements tout à fait 
analogues à ceux du n° 18, et nous l’exprimerons d’une manière plus 
brève en disant que notre pseudo-fonction admet, sur toute l'étendue 
de l'arc donné, des rayons de convergence au moins égaux à ¢,, 
Dee 

En désignant par s, ¢, ... les indéterminées réelles dont dépend 
l'arc donné, soit w une constante positive telle que, pour deux points 


Ce viet) TS ASE 


arbitrairement choisis sur. cet arc, les différences formées avec Îles 
coordonnées imaginaires semblables présentent des modules respecti- 
vement inférieurs à ¢,, à,, ..., aussitôt que les différences s” — s’, 
l'—1,... sont numériquement inférieurs à w (7) : il n’est pas inutile 
d'observer que la constante positive w, ainst délerminée, peut servir de 
régulateur à la pseudo-fonction sur l'arc donné. 


IT. Lorsqu'une pseudo-fonction de x, y, «++, calculable sur un are 
donné, admet, sur toute l'étendue de cet arc, les rayons de conver- 
Bence Oz, Oy, .. (1), respectivement supérieurs aux constantes positives 
Os Op» +++, On peut assigner une dernière constante positive au-dessous de 
laquelle tombe sans cesse le module du développement de la pseudo-fonc- 
lion, quels que soient et le point de l'arc auquel ce développement se rap- 
porte, et les valeurs, de modules inférieurs ou égaux à 6, 6, ..., attri- 
buées aux accroissements variables qui y figurent. 


III. Soient 


Ny 7 = =P Ty. 3 ae . . . 
a, A deux constantes positives telles que l’on puisse assigner aux 
diverses pseudo-fonctions simples, tout le long de l'arc (a), quelque 
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système (fixe) de rayons de convergence >’, et à la composante, 
tout le long de Vare (A), quelque système (également fixe) de 
rayons de convergence > A’ (1); 

L une quantité positive au-dessous de laquelle tombent constamment les 
modules des développements des diverses pseudo-fonctions simples, 
quels que soient et le point de l’arc (a) auquel ces développements 

.se rapportent, et les valeurs, de modules inférieurs ou égaux à ©, 
attribuées aux accroissements variables qui y figurent (II); 
d une quantité positive inférieure à ?’, et telle que l'expression 


re Ve 
0! 9! 


tombe au-dessous de A’ tant que les variables positives £, 1, .. 
restent à la fois inférieures a 3; 
rune quantité positive telle que, pour deux points 


(CRT Re es a, ea 


L 


arbitrairement choisis sur l’arc (a), les différences formées avec 
les coordonnées imaginaires semblables présentent des modules 
inférieurs à », aussitôt que les différences s”—s’, ¢”— Uv, ... sont 
toutes numériquement inférieures à r (7). 


Cela posé, on se convaincra sans difficulté que la pseudo-fonction 
composée est calculable sur l’are (a) avec le régulateur rv, et que son 
développement en un point quelconque de l’are (a) s’obtient confor- 
mément aux indications de l’énoncé. 


38. La remarque suivante est parfois utile. 


St les diverses pseudo-fonctions simples sont calculables suivant un méme 
chemin brise (30), st, d'autre part, la composante est une fonction inde- 
finiment olotrope (12) (26), la pseudo-fonction composée est elle-même 
calculable suivant le chemin brisé dontil s agit ; chacun des développements 
successifs qu elle fournit alors admet comme rayons de convergence ceux 
gu admettent a la fois les développements de même rang des pseudo-fonc- 
tions simples, et s'obtient en combinant ces derniers avec celut de la com- 


posanie. 


CA 160 Mise e, # 


a (89: sBoiente ht: <h> ee 
rt up r (4r) U(z; 56) Beh Sy V(r, 7, i ce sue us, fe a 
ba . 7 d ve * Le ré 7 7 : # € À 
3 À al ance er m3 SV gic - ie Cte 
diverses pseudo-fonctions de x, Vie (en nombre limité); Hd 
k - | ai + Of ee AR EEE ig | or : _ 
quelques-unes de leurs dérivées (en nombre également limité) (35); 
é | (to Yo --+) ARTE : 
ei le point fondamental commun à toutes ces pseudo-fonctions, et ~ ta 
i. Uo, V0. ++. Dos = 
À = Q , < a 
leurs valeurs fondamentales. Soit, d'autre part, | ; 
ve ; Data). . SEG Ls hg ET EN ii no) ] 
une pseudo-fonction composante avec 
(Los Yo» ces Uy Pos + + + Dos Ke : | | 
comme point fondamental. 
, Si l’on trace a partir de (xs, Y,, ...) un arc praticable pour les diverses 
pseudo-fonctions (41), st l’on suppose en outre que l'arc correspondant 
TE _ (36) décrit par le point —__ , à | 


La, y, -.-, Ula, 7, «--), V(x, Ys ...), «++, O(a, y, ...), 1 


soit lui-même praticable pour la pseudo-fonction composante ( Ae ike x 
sunple rapprochement des n°* 35 et 37 nous fait voir que le premier de ces 

deux arcs est praticable pour la pseudo-fonction composée, et nous apprend 

a former le développement de cette derniére en un point quelconque de 

l'arc dont s'agit, connaissant les développements correspondants des 
pseudo-fonctions (41) et (42). 


Considérons maintenant deux pseudo-fonctions composées, finies ou 
différentielles, et supposons que les diverses données fondamentales 
définissant de part et d’autre, comme ci-dessus, les pseudo-fonctions 
simples et composantes, aient été choisies de telle manière que les 
développements fondamentaux des deux pseudo-fonctions composées 
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| soient identiques. Si l’on trace alors, à partir du point fondamental 

commun à ces dernières, un arc tel que la proposition précédente soit 
applicable à toutes deux, leurs développements construits, d’après le 
mécanisme indiqué, en un même point quelconque de l’are dont il 
s’agit, seront, eux aussi, identiques l’un à l’autre. 


40. Désignons par 
(43) Palle More as À Mets Vet, oS CO << ads 


des pseudo-fonctions toutes calculables sur un méme are continu partant 
du point fondamental commun, et supposons que, pour chaque point par- 
aculier de l'arc dont il s'agit (c'est-à-dire pour chaque système de valeurs 
particulières attribuées aux indéterminées réelles s, t, ... dont il dépend), 
on puisse assigner : 1° un système de rayons de convergence Sz, Det, 
commun en ce point à toutes les pseudo-fonctions de la suite, mais variable 
d’un point à l’autre; 2° un groupe de quantités positives 


DÉMO 0 LU i 
et une série convergente à termes positifs 
M,+M,+...+Me+..., 


variables encore d’un point à l’autre, et tels que les développements des 
diverses pseudo-fonctions (43) au point considéré conservent des modules 
respectivement inférieurs à M,, My, ..., MER: lorsqu'on attribue aux 
accroissements variables qui y figurent des valeurs quelconques de modules 
respectivement inférieurs ou égaux à dus 6,, + 

Cela étant, si l’on considère la série ayant pour termes les sommes des 
développements fondamentaux des pseudo-fonctions proposées, qu'on la 
transforme en une autre procédant suivant les termes élémentaires de ces 
séries partielles, et qu'on opère finalement la réduction des termes sembla- 
bles, la pseudo-fonction définie par le développement résultant est elle- 
même calculable sur l'arc donné, et son développement en un point quel- 
conque de celui-ci peut se déduire, à l’aide du même mécanisme, des 
développements correspondants des pseudo-fonctions proposes. 


On démontrera, par des raisonnements analogues à ceux du n° 18, 
Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome VIII. — Mai 1891. 21 
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. : : N ’ 
que les quantités 3, 6,, +++, variables d’un point à l’autre de l'arc 
donné, restent toujours au moins égales à certaines constantes posi- 
tives das Dy, ---3 puis, on désignera par r une constante positive telle 


que, pour deux points 


(ope, CAS, COUT, 


arbitrairement choisis sur l’arc donné, les différences formées avec les 
coordonnées imaginaires semblables présentent des modules respecti- 
vement inférieurs à dz, d,, -.., aussitôt que les différences s” — s, 
1’ —t',... sont toutes numériquement inférieures à r (7), et l’on fera 
voir que la pseudo-fonction déduite des proposées par le mécanisme 
indiqué est calculable sur ]’arc donné avec le régulateur r. 


41. Les fonctions proprement dites (et c’est là une observation de 
la plus haute importance) se définissent très souvent à l’aide de 
pseudo-fonctions ; le mécanisme de cette génération est d’ailleurs très 
facile à saisir. 

Étant donnés une pseudo-fonction de x, y, ..., et un espace con- 
tinu (4) comprenant le point fondamental, considérons, parmi les arcs 
tracés à partir de ce point dans l’espace donné, ceux qui satisfont à 
tel ou tel groupe de conditions (comme, par exemple, de dépendre 
d'indéterminées réelles en tel ou tel nombre, ou bien encore d'en dé- 
pendre par des relations de telle ou telle nature, etc.). Si tout point 
(x, y, ...) de l’espace donné se trouve situé sur quelqu'un des ares 
dont il s’agit, si de plus ces derniers sont tous praticables, si enfin le 
développement auquel on est conduit à l'extrémité de chacun d’eux 
dépend uniquement des coordonnées imaginaires de cette extrémité, 
et non de l'arc suivi pour y arriver, il est clair que l’on peut, à 
l’aide de notre pseudo-fonction, définir dans l’espace donné une fonc- 
tion proprement dite de æ, y, .... 


42. Deux arcs continus, praticables par rapport à un développement 
fondamental donné, et aboutissant respectivement en deux points de mêmes 
coordonnées imaginaires, conduisent au même développement Jinal, si les 
deux chemins brisés à l'aide desquels celui-ci s'obtient de part et d'autre (33) 
peuvent être choisis de manière à constituer les deux termes extrêmes de 
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quelque suite de chemins brisés, ayant tous mêmes points initial et final 
que les arcs proposés, et satisfaisant à la triple condition : 

1° Que les sommets soient en méme nombre sur deux quelconques 
d’entre eux ; 

2° Qu'en désignant par oe 0. ... certaines constantes positives, les 
différences formées avec les coordonnées imaginaires semblables de deux 
sommets consécutifs appartenant à un méme chemin, ou de deux sommets 
de méme rang appartenant à deux chemins consécutifs, présentent tou- 


2 


P : mei OetEO 
Jours des modules respectivement inférieurs à ieee 


3° Enfin, que les développements successifs auxquels conduit l'un quel- 
conque de ces chemins admettent tous comme rayons de convergence les 
constantes Bay Sy, eee 


Il suffit évidemment de démontrer l’équivalence de deux chemins 
consécutifs pris dans la suite dont parle l’énoncé. Or, si l’on dé- 
signe par 

(ao (ah (a)2... (a): (A) 
et 


(@)o(a)1 (æ)a +. (a): (A) 


les deux chemins en question, nos hypothèses, combinées avec le 


n° 31 et l'alinéa I du n° 32, donnent successivement 


Wf(a)o («hi ] = FE(a)o (@)1(a)1], 


puis 
Wf(a)o(æ)h\(æ)2] 
(a) (ah): (a):]— WL(a)o(@)1(%)2] = P[(@)o(a)1(@)2(%)o], 
d’où 


Wf(a)o(ah(æh1= FT(a)o(ah(a)(æ)2]5 
puis encore 
Wf(a)o(a)h(æ)a(æ)3] = P[(@)o(@)1(@)2(%)2(e)s ] 
= WL (a)o(@)1(@)2(%)3] = V[(4)o(a)1(@)2(4)s(%)s], 
d’où 
a W[(a)o(o)1(%)a(o)s] = WTa)o(ah (a) (a )s Ca) Ts 


164 RIQUIER. 
On arrivera ainsi à 


W(a)o(a)1(a)e - -- (a);:]= Yf(a)o(a)i(a)2 --. (a);(«);], 


et finalement à 


W[(a@)o (a1) (%)2 ++ (æ):(A)] 
— Yf(a) (ah (a): (a): (a):(A)] = B[(@)o(@)1(@)2 --- (@):(A)]- 


Application des théories précédentes. 


43. Désignant par uw une fonction inconnue des variables imagi- 
naires æ, y, ..., et par po, Yo, -.. des valeurs fixes respectivement 
attribuées à ces dernières, considérons un système d’équations diffé- 
rentielles ayant respectivement pour premiers membres certaines dé- 
rivées d’ordres partiels donnés de la fonction inconnue, et pour seconds 
membres autant de développements entiers en 2— 2X), VY — Yo. -... 
La recherche de tous les développements de même forme qui, substi- 
tués à u dans ces diverses équations, en rendent les premiers mem- 
bres respectivement identiques aux seconds, se trouve contenue tout 
entière dans les considérations suivantes, que nous nous bornerons à 
rappeler comme étant connues de tout le monde. 

I. Nous nommerons dérivées principales de la fonction inconnue 
celles qui figurent dans les divers premiers membres du système pro- 
posé, ou qui peuvent se déduire de quelqu'un d’entre eux par des dif- 
férentiations convenables. Les autres dérivées porteront le nom de pa- 
rametriques ('). 

Par exemple, si les dérivées du premier ordre de la fonction incon- 
nue sont toutes données, ses dérivées de tous ordres sont nécessaire- 
ment principales. 

Si les dérivées d'ordre total K, sans aucune d'ordre inférieur, sont 
toutes données, les dérivées d'ordre inférieur à K sont paramétriques, 
et toutes les autres sont principales. 


(1) Les locutions de dérivées principales et de dérivées paramétriques se trouvent 
déja employées dans un Mémoire publié par M. Méray avec notre collaboration et intitulé : 
Sur la convergence des développements des intégrales ordinaires d’un système d'équations 
différentielles partielles (Annales de l’Ecole Normale, janvier, février et mars 1890). 
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Dans le système 


Cu —4 au du 


nn dede io one os 


où uw désigne une fonction inconnue et P, Q, R trois fonctions con- 
nues des variables indépendantes x,y, 3, les dérivées de u qui con- 
tiennent au dénominateur de leur notation la différentielle d’une seule 
variable sont paramétriques, tandis que toutes les autres sont princi- 
pales. 


Il. St la somme de quelque développement entier en x — x, y — Yo, - 
vérifie identiquement les diverses équations du système, elle vérifie encore 
toutes celles qu'il est possible d’en déduire par des différentiations quel- 
conques. 


Une identité constante entre les diverses expressions ainsi obtenues 
pour une même dérivée principale quelconque est donc une condition 
absolument necessaire à l'existence des intégrales cherchées. D’ail- 
leurs, les relations mutuelles que cette condition impose aux divers 
seconds membres se ramènent à un nombre fini d’entre elies, dont les 
autres ne sont que de simples conséquences, et que nous nommerons, 
suivant l’usage, conditions d’intégrabilité. 


IT. Tout développement entier en x — X4, Y — Yo, -.., dont la somme 
f(æ, y, +++) vérifie identiquement les équations proposées, peut étre recon- 
struit, dés que l’on connaît seulement les valeurs prises en Xo, Yo, .. par 
f(x, y, ...) et ses diverses dérivées paramétriques. 


Nous nommerons détermination initiale (') de Vintégrale la partie 
du développement qui correspond à l’ensemble des dérivées paramé- 
triques, par opposition avec la partie restante, que nous nommerons 
partie principale. 

IV. Les conditions d’intégrabilité (11) étant supposées satisfaites, ul 
existe, pour une determination initiale arbitrairement choisie (sous la 
seule restriction d étre convergente), un développement et un seul dont la 
somme vérifie identiquement les équations proposées ; la partie principale 


(1) Locution déjà employée dans le Mémoire cité à la page précédente. 
x“. 
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de ce développement converge dans les limites ou les divers seconds mem- 


bres jouissent à la fois de cette propriété. 


Nous nommerons intégrale principale l'intégrale particulière qui cor- 
respond à une détermination identiquement nulle. 


44. Nous considérerons maintenant des systèmes de la forme sui- 
vante : 
Les n variables indépendantes étant partagées en deux groupes déter- 


mines, tels que 


) whys RS 


5) CAR de 


= 


(4 
(4 

1° Les seconds membres du systéme considéré se réduisent a de simples 
développements entiers en 


0 1 à 1 
CORTE CES dt LR Eee ay me DT 


2° Les dérivées de la fonction inconnue qui en constituent respective- 
ment les premiers membres, ne renferment, aux dénominateurs de leurs 
notations, aucune des différentielles dx', dy', ... des variables (45); 
3° Le systeme dont us agit renferme quelque groupe d'équations en 
nombre égal a celui des variables (44), et ayant respectivement pour pre- 


miers membres 
d'u d'u 
dak = ay’ 


où h, k, ... désignent des entiers positifs quelconques. 

Il est bien facile de voir que, dans la détermination initiale (43, Ill), 
ordonnée par rapport 4 © — 2%, Y — Yo; ..., certains termes, d "expo- 
sants détermines, et en nombre essentiellement limité, ont alors pour coef- 
ficients des séries arbitraires CNX — XL), Y —Y5, ..., landis que tous les 
autres ont pour coefficients zéro. Nous nommerons, pour abréger, coef- 
ficients de la détermination initiale les séries arbitraires dont nous 
venons de parler. 


LE as varie 1S ] inal É A 

ete, aus imaginaires étant partagées, comme au numéro 
pre à À . a} ‘4 ” ie h 1 1 
précédent, en deux groupes (44), (467, qui en contiennent chacun un 
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nombre quelconque, tracons dans l’espace indéfini relatif aux variables 
æ, Y,..., UN arc continu partant de (x, yo, ...), puis, dans l’espace 
indéfini relatif aux variables 2’, y’, ..-, un deuxième arc continu par- 
tant de (x, y,,-..): la considération simultanée de ces deux ares, 
que nous supposerons dépendre respectivement de deux groupes d’in- 
déterminées réelles 


n’ayant aucune indéterminée commune, fournit un troisième are con- 
tinu tracé à partir de (a, Yo, ...,@, Y,,-..) dans l’espace indéfini 
relatif à toutes les variables imaginaires. Pour abréger, nous dési- 
gnerons respectivement ces trois arcs par A, A’ et (A, A’). 

Cela posé, et le système difftrentiel donné étant de la forme définie 
au numéro précédent, une intégrale particulière du système en question 
est calculable sur l'arc (A, A’), st les seconds membres jouissent tous de 
celte propriété, et qu'en même temps les coefficients de la détermination 
initiale (44) sovent tous calculables sur l'arc A’. 


I. Sz les divers seconds membres du système défini au n° 44 sont calcu- 
lables suivant un chemin brisé, pour tous les sommets duquel les va- 
riables imaginaires x, y, ... du premier groupe restent fixes, Uinte- 
grale principale (43, IN) est également calculable suivant le chemin dont 
il s'agit, et chacun des développements successifs qu'elle fournit alors 
admet comme rayons de convergence ceux qu'admettent à la fois les 
développements de même rang fournis par les divers seconds membres. 

En vertu du n° 35, toute dérivée de l'intégrale principale jouit comme 
elle de cette propriété. 


En effet, le développement de l’intégrale principale, construit à partir 
du sommet initial de notre chemin brisé, admet, comme on sait, les 
rayons de convergence communs aux développements correspondants 
des divers seconds membres (43, IV), et un cheminement direct per- 
mettra, pour lui comme pour eux, de passer du premier sommet au 
second. Si, dans le système donné, on remplace alors les seconds 
membres par leurs développements respectifs construits à partir du 
deuxième sommet, on voit immédiatement que le développement de 
notre intégrale, construit à partir du même sommet, est encore inté- 
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grale principale relativement au nouveau système. On raisonnera dela 
même manière sur ce nouveau système, puis sur un troisième, et ainsi 
de suite jusqu’à ce que l’on soit parvenu au sommet final. 


Il. Considérons un chemin brisé 


[(@)o, (a')oJ=[( 20, Yo Ore 3 (To Was ue .)] 

[(a)o, (@')s]=[( 20 Yor - + +) (is Far + <)] 

[(@)o, (a')x] =[(To Yo ++ of (2x, Wis oa 55 
[(@)o, (a'")#41]= {T0 Vos »- + À (CIE Vaew .. .)] 


+ = dors ete, 6 6,0 ef © ee ds 6 es n°3 Re a 6) ae! 2 ve sera) e deals a se 


A elle de bte Del 


satisfaisant à la double condition : 1° que les coordonnées imaginaires 
correspondant aux variables x, y,... conservent, pour tous les sommets, 
des valeurs fixes æ,, Yo, ...; 2° que, pour deux sommets consécutifs 
quelconques, les différences formées avec les coordonnées imaginaires de 
mémes noms, parmi celles qui correspondent aux variables x’, y',..., pré- 
sentent des modules toujours inférieurs aux constantes positives ee) eure 

Considérons en outre une pseudo-fonction de x, y,...,æ', Y's ..., cal- 
culable suivant le chemin brisé dont il s'agit, de telle manière que les g +1 
développements successifs auxquels ce dernier conduit admettent tous 
comme rayons de convergence les constantes positives Oxy Sys .…., dur, Oy'y v0 

Cela étant, si, parvenu en un sommet quelconque [(a)s, (a 4], on 
ordonne par rapport à x' — æ,, y' — y3, ... le développement correspon- 
dant, et que l'on attribue ensuite à x, y, ... des valeurs particulières 
vérifiant les relations 


mod (x — to) < dy, mod (y — Yo) < dy; Fate 


le chemin brise 


(a')}x (Akar - ++ (a'}e 


est praticable pour le développement résultant. 


Le seul énoncé de cette proposition subsidiaire suffit presque à en 
faire apercevoir l'évidence. 
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III. Revenant à notre énoncé général, désignons par 
(46) | ds dy 1e) dx) Oy’, 


des constantes positives telles, que, en un point quelconque de l'arc 
(A, A’), les pseudo-fonctions définies par les seconds membres de notre 
système admettent comme rayons de convergence les constantes dont 
il s'agit (37, 1). Désignons ensuite par © une constante positive suffi- 
samment petite : 1° pour que les coefficients de la détermination initiale 
admettent tous sur l'arc A’ le régulateur w ; 2° pour que, deux points 


faune c'es 5 2.) 


(s, Hi oS cc $'5 no oF) 


étant arbitrairement choisis sur l’arc (A, A’), les différences formées 
avec leurs coordonnées imaginaires semblables présentent des modules 
respectivement inférieurs aux constantes (46), dès que les différences 


LA 
C—g T—t, ..., o—8, T'—tf/, 


sont toutes numériquement inférieures. à w. Cela posé, nous effec- 

tuerons notre démonstration en prouvant que l'intégrale particulière 

considérée est calculable suivant tout chemin de régulateur w, inscrit 

dans (A, A’) (5) (32). ; 
Désignons en effet par 


[(@)o, (ao 1 = Eos Yo») (20. Yo» ---)1, 
ICAACANEIEZT HTML nee ps adeeb 
TER [(@)a, (@’)2] = [( 22, Ya 2 cs ol re CRE À E 


[Ca )g (a'}e]= eg Yer ++.) (Mes Yoo +.) 
les points de l’espace à 27 dimensions qui correspondent aux sommets 
successifs d’un semblable chemin inserit. L'intégrale particulière que 
nous considérons s'obtient en ajoutant à l'intégrale principale P, du 
système donné &, la détérmination initiale D,. En vertu de notre 
hypothèse, combinée avec l'observation du- n° 38, la pseudo-fonction 
définie par D, est calculable suivant le chemin brisé (47), et tout 
Ann. de I’ Ke. Norm, 3° Série. Tome VIII. — Juin 1891. 22 
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revient alors à faire voir que la pseudo-fonction définie par P, jouit de 
la même propriété. 

En premier lieu, puisque le développement P, admet les rayons de 
convergence communs à tous les seconds membres de £, (43, IV), 
on pourra, pour lui comme pour eux, cheminer directement du 
sommet [(a),,)(a’),] au sommet [(a),, (a’),]. Cela posé, si dans les 
équations du système donné 5, on remplace les divers seconds membres 
par leurs développements construits à partir des valeurs 


, ! 
Lis Viv ver Ley Vis very 


le développement de l'intégrale P,, construit à partir des mêmes 
valeurs, vérifie identiquement le système ainsi formé X,. Ce déve- 
loppement peut d’ailleurs sc décomposer en deux parties P,, D,, 
jouant, à l'égard du système X,, les rôles respectifs d’intégrale princi- 
pale et de détermination initiale. Tout revient alors à faire voir : 
1° que l'intégrale principale P, est calculable suivant le chemin brisé 


[(@)1, (a'h1], 
pur (CPICAN: 


ss... 


2° que les coefficients de la détermination initiale D, le sont suivant 
le chemin brisé 


(49) bah a eae 


Or, à un facteur numérique pres, chaque coefficient de D, est la 
valeur que prend, pour w=a,, y=y,, ... (et pour des valeurs 
de a’, y, ... suffisamment voisines de x, y,, ...) l'intégrale P, ou 
quelqu’une de ses dérivées relatives aux seules variables æ, y,.... Au 
même facteur près, ce coefficient peut done s’obtenir en développant 
P, ou la dérivée dont il s’agit à partir des valeurs 


Ul ' 
CRE AR ha AV PRE 


ordonnant par rapport aux différences a’ — x, y — y!, ... et faisant 
dans le résultat # = x,, y = y,, .... Cela posé, il résulte de nos hypo- 


ER 


OT a a 
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« 
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thèses que le chemin brisé 


[(@)os (ayo |= [( Ze, Jos LT Hos soe 
[(@)o, (a!) | = [( 0; ¥0, are (re as . “spd, 
[(@)o, (@’)2] = [( 2, Vor -+-)s (Lao Yoo -++)I, 


[(@)o, (æ)21 = ES Yoo +> ae (Ze Vos oa -)i> 


est praticable pour chacun des développements (entiers en æ — x,, 
Ÿ — Jos +++ B— 2, Y — y,, ...) figurant dans les seconds membres 
du système donné &,, et conduit, pour chacun d’entre eux, à des dé- 
veloppements successifs admettant les rayons de convergence (46); il 
jouit donc des mêmes propriétés par rapport au développement P, ou 
à l’une quelconque de ses dérivées (1). D'ailleurs, pour deux som- 
mets consécutifs quelconques, les différences telles que «’,,,— x!, 
Van — Ya ++» présentent des modules respectivement inférieurs à à, 
oy, .... Finalement, comme les valeurs particulières a,, y,, ..., sa- 
tisfont aux conditions 


mod(a,— Lo) < dx mod(y1— Yo) < dy» CRE 


notre lemme de l'alinéa Il est applicable et montre que chaque coef- 
ficient (44) de D,, obtenu à l’aide des opérations décrites ci-dessus, 
est calculable suivant le chemin brisé (49). 

Tout revient alors à prouver que l'intégrale principale P, est calcu- 
lable suivant le chemin brisé (48). On fera pour cela un raisonnement 
analogue à celui que nous venons de faire sur P,, et l’on continuera 
ainsi jusqu’à ce que l’on soit parvenu au sommet final du chemin 


brisé (47). 


46. En désignant par x, y, ... les n variables indépendantes imagi- 
naires (que nous supposons cette fois former un groupe unique), st le sys- 
téme donné a pour seconds membres de simples développements entiers en 
2 — y, Y — Yo, ---, et s’il renferme quelque groupe de n équations ayant 
respectivement pour premiers membres 

dtu d'u 
dak 2 dy* F) 
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tout chemin brisé praticable à la fois pour les divers seconds membres l'est 
aussi pour une intégrale particuliere quelconque; en outre, chacun des 
développements successifs que fournit alors le calcul par cheminement de 
l'intégrale considérée admet comme rayons de convergence ceux qu ad- 
mettent à la fois les développements de même rang fournis par les divers 
seconds membres. 


On le voit sans peine en observant que la détermination initiale est 
ici un simple polynôme en x, y, ... 
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§ VI. — Géométrie des rayons vecteurs réciproques. Interprétation 
de æ +iy. 


Revenons maintenant à la discussion des différentes espèces de 
recherches géométriques, commencée dans les §§ II, III. A plusieurs 
points de vue, on peut regarder comme analogue au genre de considé- 
rations de la Géométrie projective une catégorie de considérations 
géométriques où il est fait un constant usage de la transformation par 
rayons vecteurs réciproques : ainsi les recherches relatives à ce qu’on 
nomme les cyclides et les surfaces anallagmatiques, la théorie géné- 
rale des systèmes orthogonaux, puis des recherches sur le poten- 
tiel, etc. Si l’on n’a pas encore rassemblé en une Géométrie particu- 
lière les considérations de ces théories, comme on l'a fait pour les 
projectives, Géométrie dans laquelle il faudrait prendre pour groupe 
fondamental l’ensemble de transformations obtenu en réunissant le 
groupe principal à la transformation par rayons vecteurs réciproques, 
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il faut l’attribuer à cette circonstance fortuite que ces théories n'ont 
pas encore été jusqu'ici l’objet d'une exposition systématique ; les 
différents auteurs qui ont travaillé dans ce sens n’ont pas été éloignés 
d’une telle considération méthodique. 

L’analogie entre la Géométrie des rayons vecteurs réciproques et la 
Géométrie projective s'offre d'elle-même dès que l’on se propose de les 
comparer, et, par suite, sans entrer dans le détail, il nous suffira d’at- 
tirer l’attention sur les points suivants: 

Les notions élémentaires de la Géométrie projective sont celles du 
point, de la droite, du plan. La circonférence et la sphère ne sont que 
des cas particuliers des sections coniques et des surfaces du second 
degré. L’infini s’y présente comme un plan; la figure fondamentale qui 
correspond à la Géométrie élémentaire est une section conique imagi- 
‘naire à l'infini. 

Les notions élémentaires de la Géométrie des rayons vecteurs réci- 
proques sont celles du point, de la circonférence, de la sphère. La 
droite et le plan sont des cas particuliers de ces deux dernières carac- 
térisés par le fait qu’elles contiennent un certain point, le point à 
l'infini, qui, du reste, au sens de la méthode, n’est pas un point plus 
remarquable que les autres. On obtient la Géométrie élémentaire dès 
que ce point est supposé fixe. 

La Géométrie des rayons vecteurs réciproques peut être présentée de 
façon à prendre place à côté de la théorie des formes binaires et de la 
Géométrie de l’espace réglé, si toutefois on traite celles-ci comme il a été 
indiqué dans les paragraphes précédents. Nous pouvons tout d’abord, 
pour arriver à ce résultat, nous limiter à la Géométrie plane et, par 
suite, à la Géométrie des rayons vecteurs réciproques dans le plan (!). 

Nous nous sommes déjà appesantis sur la connexion qui existe 
entre la Géométrie plane élémentaire et la Géométrie projective d’une 
surface du second degré dont un point est particulièrement spécifié. 
Si l'on fait abstraction de ce point particulier et que l’on considère, par 


(1) La Géométrie des rayons vecteurs réciproques sur la droite équivaut à l'étude pro- 
jective de la droite, puisque les transformations sont les mêmes de part et d’autre. Dans 
la Géométrie des rayons vecteurs réciproques, on peut donc aussi parler du rapport 
anharmonique de quatre points d’une droite, puis d’une circonférence. 


CET 


RE de. 
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conséquent, la Géométrie projective sur la surface elle-même, on a ia 
représentation de la Géométrie plane des rayons vecteurs réciproques. 
Il est, en effet, facile de se convaincre (‘) qu’au groupe de transfor- 
mations par rayons vecteurs réciproques dans le plan correspond, 
par la représentation de la surface du second degré, l’ensemble des 
transformations linéaires de celle-ci en elle-même. Par conséquent : 


La Géomeétrie des rayons vecieurs réciproques dans le plan et la Géome- 


trie projective sur une surface du second degré sont une seule et méme 
chose ; 


et semblablement : 


La Géométrie des rayons vecteurs réciproques dans l’espace est identique 
avec l'étude projective d’une multiplicité représentée par une équation 
quadratique entre cing variables homogènes. 


La Géométrie dans l’espace est ainsi rattachée, par la Géométrie des 
rayons vecteurs réciproques, à une multiplicité à quatre dimensions, 
tout comme elle l’est à une multiplicité à cinq dimensions par la 
Géométrie projective de l’espace réglé. 

En n'ayant égard qu’aux transformations réelles, la Géométrie des 
rayons vecteurs réciproques nous donne encore, d’un autre côté, une 
représentation et une application intéressantes. Si, en effet, on repré- 
sente de la façon habituelle la variable complexe x + zy sur le plan, à 
ses transformations linéaires correspond le groupe des rayons vecteurs 
réciproques limité, comme nous l’ayons dit, aux transformations 
réelles (?). Mais l’étude des fonctions d’une variable complexe qui est 


(1) Foir le travail déjà cité : Veber Liniengeometrie und metrische Geometrie (Math. 
ANT VEND) 

(2) [La façon de dire du texte n'est pas exacte. Toutes les transformations linéaires 
PERS 5 (où z'=x'+iy", 3 = x -+ iy) correspondent aux seules transformations du 

Var 
groupe des rayons vecteurs réciproques qui ne renversent pas les angles (par lesquelles 
les points cycliques du plan ne sont pas permutés entre eux). Pour embrasser le groupe 
entier des rayons vecteurs réciproques, il faut, aux transformations précédentes, adjoindre 
; : Bee. aera ee oe, 
encore celles-ci (qui ne sont pas moins importantes) : z'= ———"; où l'on a encore 
yz + Ô 


z'=x'+iy", mais où z= z—iy.| 
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É ° D 222 > 
supposée soumise à des transformations linéaires quelconques n'est 
rien autre que ce que, avec une méthode d'exposition un peu diffé- 
rente, on nomme la théorie des formes binaires. Ainsi : | 


La théorie des formes binaires trouve sa représentation dans la Geome- 


trie des rayons vecteurs réciproques et de telle sorte que les valeurs com- 
plexes des variables sont aussi représentées. 


Du plan nous pouvons, pour parvenir au domaine de représentation 
le plus habituel des transformations projectives, passer à la surface du 
second degré. Puisque nous ne considérons que des éléments réels du 
plan, le choix de la surface n’est plus indifférent ; il faut évidemment 
qu’elle ne soit pas réglée. En particulier, nous pouvons, comme d’ail- 
leurs on le fait aussi pour l'interprétation d’une variable complexe, 
supposer que ce soit une sphère, et nous obtenons ainsi ce théorème : 


La théorie des formes binaires de variables complexes trouve sa repré- 
sentation dans la Géométrie projective d’une surface sphérique réelle. 


J'ai cru devoir encore montrer dans une Note (voir Note VII) à quel 
point cette représentation éclaircit la théorie des formes binaires et bi- 
quadratiques. 


§ VII. — Généralisation de ce qui précède. Géométrie de la sphère de Lie. 


A la théorie des formes binaires, à la Géométrie des rayons vecteurs 
réciproques et à celle de l’espace réglé, dont nous venons de montrer la 
coordination et qui semblent ne différer que par le nombre des varia- 
bles, se rattachent certaines généralisations que nous allons mainte- 
nant exposer. Elles serviront d’abord à éclaircir, par de nouveaux 
exemples, cette pensée que le groupe qui fixe la facon de traiter un 
domaine donné peut être à volonté généralisé; mais, en outre, notre 
but a été de présenter, dans leurs rapports avec les idées ici exposées, 
les considérations développées par Lie dans un Mémoire récent (+). La 
voie par laquelle nous parviendrons à sa Géométrie de la sphère 
diffère de celle qu’il a adoptée en tant qu’il se rattache à des notions 


(1) Partielle Differentialgleichungen und Complexe (Math. Annalen, t: V), 
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de la Géométrie de l’espace réglé; pour nous conformer davantage à l’in- 
tuition géométrique ordinaire et pour rester en connexion avec ce qui 
précède, notre exposition supposera, au contraire, un nombre moindre 
de variables. Comme déjà Lie l’a mis en évidence (Géttinger Nach- 
richien, 1871, n° 7, 22), les considérations sont indépendantes du 
nombre des variables. Elles appartiennent au cercle étendu de re- 
cherches relatives à l’étude projective des équations quadratiques à un 
nombre quelconque de variables, recherches que souvent déjà nous 
avons touchées et que nous rencontrerons encore à plusieurs reprises 
(vor entre autres le § X). 

Je pars de la correspondance obtenue par projection stéréographique 
entre le plan réel et la sphère. Dans le § V, nous avons déjà, en faisant 
correspondre à la droite du plan le couple de points où elle coupe une 
conique, relié la Géométrie du plan à la Géométrie sur la conique. 
Nous pouvons, de la même façon, établir une correspondance entre la 
Géométrie de l’espace et la Géométrie sur la sphère, en faisant corres- 
pondre à chaque plan de l’espace la circonférence suivant laquelle il 
coupe la sphere. Si maintenant, par projection stérévgraphique, nous 
transportons la Géométrie établie sur la sphere de celle-ci au plan (et 
alors chaque circonférence est transformée en une circonférence), on 
voit qu’il y a correspondance entre : 

La Géométrie de l’espace, qui a pour élément le plan et pour groupe 
les transformations linéaires qui transforment une sphère en elle- 
même; et 

La Géométrie plane, qui a pour élément la circonférence et pour 
groupe le groupe des rayons vecteurs réciproques. 

Nous voulons maintenant étendre de deux manières la première de ces 
Géométries, en prenant, au lieu de son groupe, un groupe plus général. 
La généralisation qui en résulte se transporte alors immédiatement, au 
moyen de la représentation, à la Géométrie plane. 

Faisons cette facile modification de choisir, au lieu des transforma- 
tions linéaires de l’espace, considéré comme formé de plans, qui trans- 
forment la sphère en elle-même, soit l’ensemble des transformations 
linéaires de l’espace, soit l’ensemble des transformations de plans de 
l’espace qui laissent [ dans un sens qui va encore être précisé | la sphère 
inaltérée; dans le premier cas, on fait abstraction de la sphère; dans le 

Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome VIN. — Juin 1891. 23 
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second, du caractère des transformations à employer d’être linéaires. 
La première généralisation se conçoit immédiatement ; nous pouvons 
donc l’examiner tout d’abord et en poursuivre les conséquences pour 
la Géométrie plane. Nous reviendrons ensuite sur la seconde, où il y 
a tout d’abord lieu de déterminer la transformation correspondante la 
plus générale. 

Toutes les transformations linéaires de l’espace transforment des 
faisceaux et des gerbes de plans respectivement en faisceaux et en 
gerbes de plans. Sur la sphère, le faisceau de plans donne un faisceau 
de circonférences, c’est-à-dire une suite simplementinfinie de circon- 
férences se coupant aux mêmes points; la gerbe de plans, une gerbe 
de circonférences, c’est-à-dire une suite doublement infinie de circon- 
férences orthogonales à une circonférence fixe (la circonférence dont 
le plan a pour pôle le point par lequel passent les plans). Aux trans- 
formations linéaires de l’espace correspondent donc sur la sphère et, 
par suite, dans le plan, les transformations circulaires caractérisées 
par cette propriété qu’elles transforment des faisceaux et des gerbes 
de circonférences en faisceaux et en gerbes de circonférences ('). La 
Géométrie du plan obtenue en adoptant ce groupe de transformations est 
la représentation de la Géométrie projective ordinaire de l espace. Dans 
cette Géométrie, on ne pourra pas faire usage du point comme élément 
du plan, puisque les points, pour le groupe de transformations choisi, 
ne forment pas un corps ($ V), mais on choisira comme éléments les 
circonférences. 

Pour la seconde extension dont nous avons parlé, il faut d’abord 
se demander la nature du groupe correspondant de transforma- 
tions. Il s’agit de trouver des transformations telles que tout [fai- 
sceau de plans dont l’axe est tangent à la sphère | devienne un [ fai- 
sceau] ayant aussi cette disposition. Nous pourrons, pour abréger 
le langage, transformer d’abord la question par dualité, et en outre 
descendre d’un degré dans le nombre des dimensions; nous au- 
rons ainsi à trouver les transformations ponctuelles du plan qui, à 
chaque tangente d'une conique donnée, fassent correspondre une 


(1) Grassmann dans son Ausdehnungslehre considère fortuitement ces transformations 
(p. 278 de l'édition de 1862). 
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tangente à la même conique. Pour y parvenir, considérons le plan, 
et la conique qui y est située, comme la projection d'une quadrique 
faite d’un point de vue qui n’est pas sur la surface ct de telle sorte 
que la conique soit la courbe de contour apparent. Aux tangentes 
à la conique correspondent les génératrices de la surface et la 
question est ramenée à celle de trouver l’ensemble des transforma- 
tions ponctuelles qui reproduisent la surface, les génératrices restant 
des génératrices. 

IL y a autant qu’on veut de telles transformations, car il suffit de 
considérer le point de la surface comme intersection des génératrices 
de chaque système et de transformer en lui-même, d’une façon quel- 
conque, chacun de ces systèmes. Parmi ces transformations se trouvent, 
en particulier, celles qui sont linéaires : ce sont les seules que nous 
ayons à considérer. Si nous avions, en effet, affaire, non pas à une 
surface, mais à une multiplicité à plusieurs dimensions, représentée 
par une équation quadratique, les transformations linéaires seules 
subsisteraient, les autres disparaitraient (*). 

Rapportées sur le plan par projection (non stéréographique), ces 
transformations linéaires qui reproduisent la surface deviennent des 
transformations ponctuelles à deux déterminations, telles qu'à chaque 
tangente à la conique de contour apparent correspond bien de nouveau 
une tangente, mais qu’à toute autre droite correspond, en général, 
une conique quia un double contact avec la conique de contour ap- 
parent. On peut fort bien caractériser ce groupe de transformations en 
basant sur cette dernière une détermination métrique projective. Les 
transformations ont alors la propriété de changer des points qui, au 
sens de la détermination métrique, sont à une distance nulle l’un de 
l’autre, ou des points qui sont à une distance constante d’un même 
autre point, en d’autres pour lesquels les mêmes choses ont lieu. 

Toutes ces considérations peuvent être étendues à un nombre 
quelconque de variables; en particulier, elles peuvent être employées 


(1) Si l’on projette stéréographiquement la multiplicité, on obtient ce théorème connu : 
En dehors des transformations du groupe des rayons vecteurs réciproques, il n'existe, 
dans les champs à plusieurs dimensions (et déjà dans l'espace), aucune transformation 
ponctuelle conforme. Dans le plan, au contraire, il en existe une infinite. Voir encore les 
travaux cités de Lie. 
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pour la question posée au début, et relative à la sphère et au plan, qui 
est alors pris pour élément. Dans ce cas, on peut donner au résultat 
une forme particulièrement intuitive, parce que l'angle que forment 
deux plans, au sens de la détermination métrique basée sur la sphère, 
est égal à l'angle que forment, au sens ordinaire, les circonférences 
d’intersection dans la sphere. 

Nous obtenons done sur la sphere, et par suite sur le plan, un groupe 
de transformations circulaires qui ont la propriété de transformer des 
cercles tangents (formant un angle nul) et des cercles qui en coupent un 
autre sous un méme angle, respectivement en cercles qui satisfont aux 
mémes conditions. A ce groupe de transformations appartiennent les 
transformations linéaires sur la sphere et les transformations par 
rayons vecteurs réciproques dans le plan (*). 

La Géométrie du cercle qui se peut fonder sur ce groupe est l’ana- 
logue de la Géometrie de la sphère proposée par Lie pour l’espace, et 
qui semble d’une importance exceptionnelle dans les recherches sur 


(1) [Les formules suivantes rendront beaucoup plus claires les considérations du texte. 


Soit 
Ti+xi+xi+xi = 0 


l'équation, en coordonnées tétraédriques ordinaires, de la sphère qui est rapportée stéréo- 
graphiquement au plan. Les x qui satisfont à cette équation de condition acquièrent alors 
pour nous la signification de coordonnées tétracycliques dans le plan, et 


Uy Li + Ua Lo + Us La + U,ly = 0 


devient l'équation générale du cercle dans le plan. Si l’on calcule le rayon de ce cercle, on 
rencontre le radical carré 
Var + uz +-uz+ uz, 


que nous représenterons par cvs. Nous pouvons maintenant considérer les cercles comme 
éléments du plan. Alors le groupe des rayons vecteurs réciproques s’offre comme l’en- 
semble des transformations linéaires homogènes de #1, Ug, U3, Uy, telles que 


2 2 
ut + Uz + ui + u? 


se reproduise à un certain facteur près. Le groupe plus étendu qui correspond à la Géo- : 
métrie de la sphère de Lie, se compose, lui, des transformations linéaires des cinq 
variables 41, uz, us, Uy, Us qui, à un facteur près, reproduisent 


uÿ+ui+ui+u?+u?.] 
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la courbure des surfaces. Elle comprend la Géométrie des rayons vec- 
teurs réciproques, au sens où celle-ci comprend à son tour la Géomé- 
trie élémentaire. 

Les transformations circulaires (sphériques) que nous venons d’ob- 
tenir ont, en particulier, la propriété de transformer des circonfé- 
rences (sphères) tangentes en d’autres pareillement tangentes. En 
considérant toutes les courbes (surfaces) comme des enveloppes de 
circonférences (sphères), on voit que deux courbes (surfaces) tan- 
gentes seront toujours transformées en courbes (surfaces) également 
tangentes. Les transformations en question appartiennent done à la 
catégorie que nous étudierons plus tard en général, des trans/orma- 
tions de contact, c’est-à-dire des transformations telles que le contact 
des figures soit une propriété invariante. Les transformations circu- 
laires mentionnées en premier lieu dans ce paragraphe, à côté des- 
quelles se peuvent placer des transformations sphériques analogues, 
ne sont pas des transformations de contact. 

Les deux sortes d’extensions dont nous ne nous sommes occupés 
que pour la Géométrie des rayons vecteurs réciproques, se peuvent 
encore faire d’une façon analogue pour la Géométrie de l’espace réglé, 
et, en général, pour l’étude projective d’une multiplicité caractérisée 
par une équation quadratique ; c’est ce que nous avons déjà indiqué, 
et sur quoi il n’y a plus à revenir davantage ici. 


§ VIII. — Enumération d'autres méthodes qui ont pour base 
un groupe de transformations ponctuelles. 


La Géométrie élémentaire, celle des rayons vecteurs réciproques, et 
même la Géométrie projective quand on fait abstraction des transforma- 
tions par dualité qui apportent avec elles un changement de l'élément 
de l’espace, ne sont que des exemples particuliers parmi les nom- 
breuses méthodes de traitement imaginables, où l’on prend pour base 
des groupes de transformations ponctuelles. Nous ne signalerons ici 
que les trois méthodes suivantes, qui, avec celles que nous venons de 
nommer, partagent ce caractère. Bien que ces méthodes soient encore 
loin d’être développées, au même degré que Ja Géométrie projective, 
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en des disciplines qui leur soient propres, il est toutefois aisé de recon- 
naître qu’elles prennent place dans les recherches modernes (*). 


1. Le groupe des transformations rationnelles. — Relativement aux 
transformations rationnelles, il faut distinguer soigneusement si elles 
sont rationnelles pour tous les points du champ dans lequel on opère, 
comme l’espace, ou le plan, etc., ou bien si elles le sont seulement 
pour les points d’un ensemble appartenant au champ, comme une sur- 
face, une courbe. Seules les premières sont applicables, s'il s’agit de 
construire, au sens entendu jusqu'ici, une Géométrie de l’espace, du 
plan; les dernières, au point de vue où nous sommes placés, n’acquie- 
rent de l'importance que s’il s’agit d’étudier la Géométrie sur une 
surface, une courbe données. La même distinction s'applique pour 
l'analysis situs dont nous allons bientôt nous occuper. 

Toutefois, les recherches faites çà et 1A jusqu’ici ont essentiellement 
trait aux transformations de la deuxième sorte. Comme on ne s’y pro- 
pose pas l'étude de la Géométrie sur la surface, nila courbe, qu'il s’agit 
bien plus de trouver des criteriums pour que deux surfaces, deux 
courbes, puissent être transformées l’une dans l’autre, ces recherches 
échappent au domaine de celles que nous avons à considérer ici (?). 
Le schéma général exposé dans ce travail n'embrasse certes pas la to- 
talité des recherches mathématiques : certaines voies seulement s’y 
trouvent réunies sous un même point de vue. 

D'une Géométrie des transformations rationnelles telle qu’elle doit 
s'offrir quand on prend pour base les transformations de la première 


(1) [Tandis que, dans les exemples précédents, il s'agissait de groupes à un nombre 
limité de paramètres, nous arrivons maintenant à la considération des goupes dits infnis.| 

(2) [Elles se rattachent, autrement et de la façon la plus heureuse, à nos considéra- 
tions, ce que je ne savais pas encore en 1872. Étant donnée une forme algébrique quel- 
conque (courbe, surface, etc.), rapportons-la, en introduisant comme coordonnées les 
rapports 


où UW U2...Up SOnt les intégrales abéliennes de première espèce attachées à la courbe, à 
un espace d'ordre supérieur. Il n’y a plus qu'à prendre pour base des considérations rela- 
lives à cet espace le groupe des transformations linéaires homogènes des ©. Voir divers 
travaux de MM. Brill, Nœther et Weber, ainsi que mon récent Mémoire : Zur Theorie der 
Abel’schen Functionen, dans le tome XXXVI des Math. Annalen.| 
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sorte, il n’existe jusqu’ici que les principes. Dans le champ du premier 
degré, sur la droite, ces transformations rationnelles sont identiques 
aux transformations linéaires, et ne donnent par suite rien de nouveau. 
Dans le plan on connait, il est vrai, toutes les transformations ration- 
nelles (transformations de Cremona); on sait qu’elles résultent de la 
composition de transformations quadratiques. On connait encore des 
caractères invariants des courbes planes, leur genre, l’existence des 
modules; mais ces considérations ne sont pas encore vraiment déve- 
loppées en une Géométrie du plan au sens que nous entendons ici. 
Pour l’espace, toute la théorie ne fait encore que naître. On ne connaît 
jusqu'ici qu’un petit nombre de transformations rationnelles, et on les 
utilise pour rattacher par représentation des surfaces inconnues à des 
surfaces connues. 


2. L'analysis suus. — Dans ce qu’on nomme Vanalysis situs, on 
étudie l’invariance vis-à-vis de transformations qui résultent de la 
composition de transformations infiniment petites. Comme nous l’avons 
déjà dit, il faut encore ici distinguer si l’on doit considérer le champ 
total, par exemple l’espace, comme soumis à la transformation, ou 
seulement un ensemble qui en est détaché, c’est-à-dire une surface. 
Ce sont les transformations de la première sorte qui pourraient être 
prises pour fondement d’une Géométrie de l’espace. Leur groupe serait 
constitué tout à fait différemment de ceux considérés jusqu'ici. Comme 
il comprend toutes les transformations qui résultent de transforma- 
tions ponctuelles, infiniment petites et supposées réelles, il se li- 
mite de lui-même, par origine, aux éléments réels de l’espace, et cor- 
respond au domaine de la fonction à définition arbitraire. On peut fort 
bien étendre ce groupe de transformations en l’adjoignant aux trans- 
formations homographiques réelles, qui modifient aussi les éléments 
à l'infini. 


3. Le groupe de toutes les transformations ponctuelles. — Si, relati- 
vement à ce groupe, aucune surface ne possède de propriétés indivi- 
duelles, puisque chacune d’elles peut être transformée en toute 
autre par les transformations du groupe, il existe cependant des élé- 
ments d’ordre plus élevé pour l’étude desquels le groupe peut être 
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avantageusement employé. Avec la manière d’entendre la Géométrie 


qui fait la base de ce travail, peu importe que ces éléments aient été 


considérés jusqu'ici moins comme éléments géométriques qu’unique- 
ment comme éléments analytiques qui, fortuitement, trouvaient une 
application géométrique, et qu’en les étudiant on ait employé des mé- 
thodes (comme précisément des transformations ponctuelles arbi- 
traires) à peine conçues seulement de nos jours comme transfor- 
mations géométriques. À ces éléments analytiques appartiennent, en 
premier lieu, les expressions différentielles homogènes, puis les équa- 
tions aux dérivées partielles. Il semble cependant, comme le montrera 
le paragraphe suivant, que, pour l’étude générale de ces dernières, 
le groupe de toutes les transformations de contact soit encore préfé- 
rable. 

La proposition fondamentale de la Géométrie qui a pour base le 
groupe de toutes les transformations ponctuelles est qu’une telle trans- 
formation est toujours, pour une partie infiniment petite de l'espace, 
équivalente à une transformation linéaire. Les développements de la 
Géométrie projective sont done applicables à l’infiniment petit, quel 
que puisse d’ailleurs être le groupe pris pour base de traitement des 
multiplicités, et c’est là un remarquable caractère de la méthode pro- 
Jective. 

Il a été question bien antérieurement du rapport qui existe entre 
les modes de traitement qui reposent sur des groupes se comprenant 
l’un l’autre; nous donnerons ici encore un exemple de la théorie gé- 
nérale du paragraphe II. Nous pouvons nous demander comment il faut 
concevoir, au point de vue de « l’ensemble des transformations pone- 
tuelles », les propriétés projectives, et nous voulons faire ici abstrac- 
tion des transformations par dualité, qui font proprement partie du 
groupe de la Géométrie projective. La question ne diffère pas de cette 
autre : par quelle condition le groupe des transformations linéaires est- 
il détaché de l’ensemble des transformations ponctuelles? Ce qui carac- 
térise les premières, c'est qu'à tout plan correspond un plan. Elles sont 
celles des transformations ponctuelles qui ne changent pas l’ensemble 
des plans, ou, ce qui en est une conséquence, l’ensemble des droites. 
De la Géométrie basée sur les transformations ponctuelles se déduit, par 
adjonction de l'ensemble des plans, la Géometrie projective, comme de 
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la Géométrie projective, par adjonction du cercle imaginaire a Vinfini, se 
déduit la Géométrie élémentaire. En particulier, nous devons, au point 
de vue des transformations ponctuelles, concevoir la qualité d’une 
surface d’être algébrique et d’un certain ordre comme une relation 
invariante vis-à-vis de l’ensemble des plans. C’est ce qui devient en- 
tièrement manifeste, quand, avec Grassmann, on rattache la généra- 


tion des éléments algébriques à leur construction au moyen de la 
règle. 


§ IX. — Le groupe des transformations de contact. 


Il y a déjà longtemps que l’on a considéré, dans des cas particuliers, 
des transformations de contact; Jacobi a même fait usage, dans des 
recherches analytiques, de la transformation de contact la plus géné- 
rale. Cependant elles n’ont été mises au rang des conceptions géomé- 
triques les plus courantes que par de récents travaux de Lie (*}. Il n’est 
done pas du tout inutile d'exposer ici clairement ce qu’est une trans- 
formation de contact, en nous limitant, comme toujours, à l’espace 
ponctuel à trois dimensions. 

Par transformation de contact, il faut entendre, au point de vue 
analytique, toute transformation où les valeurs des variables æ, y, = 
et les dérivées partielles = == D: e — 4, sont exprimées en fonction 
de quantités analogues 2’, y’, 2’, p’, 7’. Il est évident qu’en général des 
surfaces qui se touchent sont par là transformées en surfaces qui se 
touchent, ce qui justifie le nom de ¢ransformation de contact. Si l’on 
part du point comme élément de l’espace, les transformations de 
contact se divisent en trois classes : celles qui, à la triple infinité de 
points, font correspondre de nouveau des points (ce sont les transfor- 
mations ponctuelles que nous venons de considérer), celles qui les 
transforment en courbes, enfin celles qui les transforment en surfaces. 
Il ne faut pas considérer cette division comme essentielle, car, en fai- 


(1) Voir en particulier le travail déjà cité : Ueber partielle Differentialgleichungen 
und Complexe (Math. Annalen, t. V). Les développements donnés dans le texte relative- 
ment aux équations aux dérivées partielles sont essentiellement dus à des Communications 
orales de Lie. Voir sa Note : Zur Theorie partieller Differentialgleichungen (Gôttinger 
Nachrichten, octobre 1872). 

Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome VIII. — Juin 1891. a4 
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sant usage d’autres éléments de l’espace en nombre triplement infini, 
comme les plans, on rencontre encore une division en trois groupes; 
mais elle ne coincide pas avec la division qui s'obtient en partant des 
points. | 

Si l’on applique à un point toutes les transformations de contact, on 
obtient la totalité des points, des courbes et des surfaces. Il faut donc 
la totalité des points, des courbes et des surfaces, pour former un corps 
de notre groupe. On en peut conclure cette règle générale, qu’au sens 
des transformations de contact il est défectueux de traiter une ques-. 
tion (comme, par exemple, la théorie des équations aux dérivées par- 
tielles que nous allons immédiatement étudier) en employant des 
coordonnées de point ou de plan, parce que justement alors les éléments 
de l’espace choisis pour base ne forment pas un corps. 

Mais, si l’on veut s’en tenir aux méthodes habituelles, l’introduc- 
tion, comme élément de l’espace, de tous les individus compris dans 
le corps en question, n’est pas praticable, car leur nombre est un 
nombre infini de fois infini. De là découle la nécessité d'introduire 
comme élément de l’espace, dans ces considérations, non le point, ni 
la courbe, ni la surface, mais bien l'élément de surface, c’est-à-dire le 
système de valeurs xv, y, 5,p, qg. Par une transformation de contact 
quelconque, chaque élément de surface en devient un autre ; le quin- 
tuple infini d'éléments de surface forme done un corps. 

A ce point de vue, il faut concevoir le point, la courbe et la surface 
à la fois comme des agrégats d’éléments de surface, et comme des 
agrégats d’une double infinité de ces éléments. La surface est, en effet, 
enveloppée par æ° éléments, un égal nombre sont tangents à une 
courbe, et c’est aussi le nombre de ceux qui passent par un point. 
Mais ces agrégats, doublement infinis, d’éléments ont encore une pro- 
priété caractéristique commune. Si, pour deux éléments de surface con- 
sécutifs æ, y, 5,p,g et x + dx, y + dy, s+ds, p+ dp, q + dq, 
ona 

ds — pdx —qdy=o, 


nous les dirons associés en position. Alors le point, la courbe, la sur- 
face sont tous trois des ensembles, doublement infinis, d'éléments dont 
chacun est associé en position avec ceux, en nombre sumplement infini, qui 
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lui sont voisins. Le point, la courbe, la surface sont ainsi caractérisés 
d'une même façon, et c’est également ainsi qu'ils doivent être repré- 
sentés analytiquement si l’on veut prendre pour base le groupe des 
transformations de contact. 

L'association en position de deux éléments consécutifs est une rela- 
tion invariante relativement à toute transformation de contact. Mais, 
réciproquement, on peut aussi définir les transformations de contact 
comme les substitutions de cing variables x, Y 5, P, Q, telles que la rela- 
tion dz — p dx — q dy = 0 soit transformée en elle-méme. Dans ces recher- 
ches, l’espace doit être ainsi regardé comme une multiplicité à cing 
dimensions, et l’on a à étudier cette multiplicité, en prenant pour 
groupe fondamental l’ensemble des transformations des variables, qui 
laissent inaltérée une relation différentielle déterminée. 

Les ensembles représentés par une ou plusieurs équations entre les 
variables, c’est-à-dire les équations aux dérivées partielles du premier 
ordre et leurs systèmes, s'offrent tout d’abord comme sujets d’étude. 
C’est une question capitale de savoir comment, des ensembles d’élé- 
ments qui satisfont aux équations données, on peut déduire des suites 
simplement, doublement infinies d’éléments, telles que chacun de leurs 
éléments soit associé en position avec le voisin. A une semblable ques- 
tion se ramène, par exemple, le problème de la résolution d’une équa- 
tion aux dérivées partielles du premier ordre. On peut la formuler 
ainsi : déduire de la quadruple infinité d'éléments, qui satisfont à l’é- 
quation, tous les ensembles doublement infinis de la nature indiquée. 
En particulier, le problème de la solution complète prend, dès lors, 
cette forme précise : partager la quadruple infinité d'éléments qui sa- 
tisfont à l'équation en une double infinité de tels ensembles. 

Nous ne pouvons avoir ici l'intention de pousser plus loin ces con- 
sidérations sur les équations aux dérivées partielles; je renvoie la-des- 
sus aux travaux de Lie, que nous avons cités. Remarquons seulement 
encore qu'au point de vue des transformations de contact, une équa- 
tion aux dérivées partielles du premier ordre n’a aucun invariant, que 
chacune d’elles peut être transformée en toute autre, que par consé- 
quent, en particulier, les équations linéaires ne se distinguent plus au- 
trement des autres. Ce n’est que quand on revient au point de vue des 
transformations ponctuelles que se présentent des distinctions. 
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Les groupes des transformations de contact, des transformations 
ponctuelles, enfin des transformations projectives, peuvent être carac- 
térisés d’une façon commune que je ne peux passer ici sous silence ("). 
Nous avons déjà défini les transformations de contact comme celles qui 
conservent l'association en position de deux éléments consécutifs. Les 
transformations ponctuelles ont, au contraire, la propriété caractéris- 
tique de transformer des éléments de droite consécutifs associés en 
position en d’autres de même nature. Enfin les transformations homo- 
graphiques et par dualité conservent l'association en position de deux 
éléments connexes. Par élément connexe j'entends l’ensemble d’un 
élément de surface et d’un élément de droite en lui contenu; des élé- 
ments connexes consécutifs sont dits associés en position quand non 
seulement le point, mais encore l'élément de droite de l’un est contenu 
dans l’élément de surface de l’autre. La dénomination (d’ailleurs pro- 
visoire) d’élément connexe se rattache aux êtres nouvellement intro- 
duits en Géométrie par Clebsch (?), qui sont définis par une équation 
contenant à la fois des coordonnées de point, de plan et de droite, et 
dont l’analogue dans le plan a reçu de Clebsch le nom de connexe. 


§ X. — Sur les multiplicités à un nombre quelconque de dimensions. 


Nous avons déjà plusieurs fois fait remarquer qu’en nous rattachant, 
dans ce que nous avons dit jusqu'ici, aux notions de l’espace, nous ne 
faisons qu'acquiescer au désir de faciliter les développements des no- 
tions abstraites en les appuyant sur des exemples clairs. Au fond, ces 
considérations sont indépendantes de la représentation sensible, et 
appartiennent au domaine général d’études mathématiques que l’on 
appelle la théorie des multiplicités à plusieurs dimensions ou briève- 
ment (d’après Grassmann) la théorie de l'étendue (Ausdehnungslehre). 
La manière dont il faut procéder pour rapporter ce que nous avons dit 
de l’espace à la pure notion de multiplicité se conçoit d’elle-méme. 


(1) Je dois ces définitions à une remarque de Lie. 


_(@) Gout. Abhandlungen, t. XVII; 1872 : Ueber eine Fundamentalaufgabe der Inva- 
riantentheorie, et aussi Gott. Nachrichten, n° 22; 1872 : Ueber ein Grundgebilde der 
analytischen Geometrie der Ebene. id 
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Remarquons seulement, encore une fois, que, dans l’étude abstraite, 
nous avons, vis-à-vis de la Géométrie, l'avantage de pouvoir choisir en- 
tièrement le groupe de transformations à prendre pour base, tandis 
qu'en Géométrie un groupe complètement déterminé, le groupe prin- 
cipal, était donné a priori. 

Nous n’aborderons plus ici, et encore très légèrement, que les trois 


méthodes de traitement suivantes : 


I. Méthode de traitement projective ou Algébre moderne (Théorie des 
invariants). — Son groupe se compose de l’ensemble des transforma- 
tions linéaires et par dualité des variables employées pour représenter 
l'élément de la multiplicité: c’est la généralisation de la Géométrie 
projective. Nous avons déjà fait remarquer comment cette méthode 
trouve emploi dans la discussion de l’infiniment petit d’une multipli- 
cité ayant une dimension de plus. Elle comprend les deux méthodes de 
traitement que nous avons encore à indiquer, en ce sens que son groupe 
comprend les groupes qui sont à prendre pour bases dans celles-ci. 


IT. La multiplicité à courbure constante. — Dans Riemann la notion 
d’une telle multiplicité résulte de la notion plus générale d’une mul- 
tiplicité dans laquelle est donnée une expression différentielle des va- 
riables. Le groupe s’y compose de l’ensemble des transformations des 
variables qui laissent inaltérée l’expression donnée. On parvient d’une 
autre façon à la notion d’une multiplicité à courbure constante quand 
on établit, au sens projectif, une détermination métrique basée sur une 
équation quadratique donnée entre les variables. Cette méthode, à l’en- 
contre de celle de Riemann, permet cette généralisation que les va- 
riables peuvent être supposés complexes; on peut ensuite limiter la 
variabilité du champ réel. C’est à cette branche qu’appartient la suite 
étendue de recherches que nous avons abordées dans les paragraphes 
Vo Vine VII: 


Il. La multiplicité plane. — Riemann désigne par multiplicité plane 
la multiplicité 4 courbure constante nulle. Sa théorie est la généralisa- 
tion immédiate de la Géométrie élémentaire. Son groupe peut, comme 
le groupe principal en Géométrie, être détaché du groupe projectif, en 
maintenant fixe une figure représentée par deux équations, l’une li- 
néaire et l’autre quadratique. Si l’on veut s’adapter à la forme dans 
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laquelle la théorie est habituellement présentée, on doit distinguer 
entre le réel et l'imaginaire. La Géométrie élémentaire même figure au 
premier rang dans cette théorie, puis viennent les généralisations 
récemment développées de la théorie ordinaire de la courbure, etc. 


Remarques finales. 


Pour finir nous placerons deux remarques qui sont en relation 
intime avee ce que nous avons dit jusqu'ici : la première concerne 
l'algorithme à employer pour la représentation des notions dévelop- 
pées jusqu'ici; dans la seconde nous indiquerons quelques problèmes 
qu’il semblerait important et fécond de traiter d’après les vues que 
nous avons données. 

On a fréquemment fait à la Géométrie analytique le reproche de 
mettre en avant, par l'introduction du système de coordonnées, des 
éléments arbitraires, et ce reproche atteint également toute manière 
de traiter des multiplicités dans lesquelles l'élément est caractérisé 
par les valeurs de variables. Si ce reproche n’était que trop justifié par 
la manière défectueuse avec laquelle on maniait, surtout autrefois, la 
méthode des coordonnées, il s’évanouit toutefois dès que l’on emploie 
rationnellement la méthode. Les expressions analytiques qui peuvent 
se présenter dans l'étude d’une multiplicité au sens d’un groupe 
doivent être, en raison de leur signification, indépendantes du système 
de coordonnées, en tant que celui-ci reste arbitraire; et il s’agit sim- 
plement de mettre aussi cette indépendance en évidence dans les for- 
mules. L’Algebre moderne montre que cela est possible etcomment la 
chose se fait; la notion d’invariant dont il s’agit ici y est en effet mise 
en relief de la façon la plus évidente. Elle a une loi de formation géné- 
rale et parfaite des expressions invariantes et s’astreint à n’opérer 
qu'avec celles-ci. C'est ce qu'il faut que fournisse encore le traitement 
analytique quand des groupes autres que le groupe projectif sont 
pris pour base ('). Il faut bien, en effet, que l'algorithme s’adapte à ce 
que l’on désire, que l’on en fasse emploi comme d'une expression 


(1) Par exemple, pour le groupe des rotations de l’espace à trois dimensions autour 
d'un point fixe, un tel algorithme est donné par les quaternions. 
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claire et précise de la conception, ou que l’on veuille l’utiliser pour 
pénétrer aisément des champs non encore explorés. 

On est conduit à poser les problèmes dont nous voulions encore parler 
par une comparaison entre les idées que nous avons exposées et ce 
que l’on nomme la théorie des équations de Galois. 

Dans la théorie de Galois comme ici, tout l'intérêt réside dans les 
groupes de transformations. Mais les objets auxquels se rapportent les 


transformations sont bien différents : lA on a affaire à un nombre 


limité d'éléments distincts, ici à un nombre indéfini d'éléments d’un 
ensemble continu; mais on peut, par l'identité de la notion de groupe, 
pousser plus loin la comparaison ('), et nous l’indiquerons ici d'autant 
plus volontiers qu’ainsi se trouve caractérisée la position qu'il faut 
attribuer à certaines recherches commencées, par Lie et moi (*), dans 
le sens des vues ici développées. 

Dans la théorie de Galois telle qu’elle est exposée, par exemple, dans 
le Traité d’Algebre supérieure de Serret ou dans le Traité des substitutions 
de C. Jordan, ce qui fait proprement l’objet des recherches, c’est la 
théorie même des groupes ou des substitutions; la théorie des équa- 
tions en découle comme application. Par analogie, nous voudrions une 
théorie des transformations, une théorie des groupes qui peuvent être 
engendrés par des transformations d’une nature donnée. Les notions 
de commutativité, de similitude, etc., trouveraient emploi comme dans 
la théorie des substitutions. Le traitement d’une multiplicité tiré de 
la considération d’un groupe fondamental de transformations apparai- 
trait comme une application de la théorie des transformations. 

Dans la théorie des équations ce sont tout d’abord les fonctions 
symétriques des coefficients qui offrent de l'intérêt, mais ensuite ce 
sont les expressions qui demeurent inaltérées, sinon par toutes les per- 
mutations des racines, au moins par un grand nombre d’entre elles. 
Dans le traitement d'une multiplicité avec un groupe pris comme fon- 


(2) Je rappellerai ici que Grassmann, déjà dans l'introduction de la première édition 
de son Ausdehnungslehre (1844), a établi un parallèle entre l’Analyse combinatoire et la 


Théorie de l'étendue (Ausdehnungslehre ). 
(2) Voir notre Mémoire : Ueber diejenigen ebenen Curven, welche durch ein geschlos- 


senes System von einfach unendlich vielen vertauschbaren linearen Transformationen in 
sich itbergehen (Math. Annalen, t. IV). 
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damental, nous voudrions d’abord, par analogie, déterminer les corps 
(§ VI), les figures qui demeurent inaltérées par toutes les transforma- 
tions du groupe; mais il est des figures qui n’admettent pas toutes les 
transformations du groupe, mais seulement quelques-unes d'entre elles, 
et ces figures, au sens du traitement basé sur le groupe, sont particulie- 
rement intéressantes, elles jouissent de propriétés remarquables. C’est 
ainsi, par exemple, qu’au sens de la Géométrie ordinaire, on distingue 
des corps symétriques et réguliers, des surfaces de révolution et hélicoi- 
dales. Si l’on se place au point de vue de la Géométrie projective et que 
l’on demande en particulier que les transformations qui ramènent les 
figures à elles-mêmes soient permutables, on arrive aux figures consi- 
dérées par Lie et par moi dans le Mémoire cité, et au problème géné- 
ral qui y est posé au § 6. Dans les § 1, 3 se trouve la détermination de 
tous les groupes renfermant une infinité de transformations linéaires, 
permutables dans le plan; c’est une partie de la théorie générale des 
transformations dont nous venons de parler ('). 


(1) Je dois me refuser ici de montrer combien fructueuse est, pour la Théorie des 
équations différentielles, la considération des transformations infiniment petites. Au $ 7 du 
travail cité, Lie et moi avons montré que : des équations différentielles ordinaires qui 
admettent les mêmes transformations infiniment petites présentent les mêmes difficultés 
d'intégration. Lie, en différents endroits et, en particulier, dans le Mémoire cité plus haut 
(Math. Annalen, t. V), a fait voir, par plusieurs exemples, comment ces considérations 
doivent être appliquées pour les équations aux dérivées partielles (voir aussi en particu- 
lier des Communications à l’Académie de Christiania, mai 1872). 

[Je puis, aujourd’hui, indiquer ce fait que les deux problémes mentionnés dans le texte 
ont précisément continué de diriger une grande partie des travaux ultérieurs de Lie et de 
moi-même. En ce qui concerne Lie, nous avons à citer surtout sa Théorie des groupes 
continus de transformations, dont l'exposition systématique fait jusqu'ici l’objet de deux 
Volumes (Leipzig, t. 1, 1888; t. II, 1890). Parmi mes recherches postérieures au présent 
écrit, je puis indiquer celles sur les corps réguliers, sur les fonctions modulaires ellip- 
tiques, et, en général, sur les fonctions uniformes qui admettent des transformations 
linéaires. Déjà, en 1884, j'ai exposé les premières dans un Ouvrage spécial : Vorlesungen 
äber das Ikosaeder und die Auflüsung der Gleichungen vom Jünften Grade (Leipzig); 
depuis peu a paru le premier Volume d’une exposition (pour laquelle M. Fricke m’a prêté 
une aide essentielle) de la Théorie des fonctions modulaires elliptiques (Leipzig, 1890).] 
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NOTES. 


I. — Sur l'opposition, dans la Géométrie moderne, des méthodes synthétique 
et analytique. 


Actuellement, il n’y a plus à regarder comme essentielle la différence entre 
les Géométries synthétique et analytique modernes, car les matières étudiées 
et le mode de discussion y sont peu à peu devenus entièrement semblables. 
Aussi avons-nous choisi le mot Géométrie projective, pour les désigner l’une 
et l’autre dans le texte. Si la méthode synthétique procède davantage par l’in- 
tuition de l’espace, donnant ainsi à ses premières théories élémentaires un 
attrait particulier, le champ d’une telle intuition n’est pas pour cela fermé à 
la méthode analytique, et l’on peut concevoir les formules de la Géométrie 
analytique comme une expression claire et précise des relations géométriques. 
D'un autre côté, il ne faut pas mépriser, pour les recherches ultérieures, le 
profit que procure, en devancant en quelque sorte la pensée, un algorithme 
bien approprié. Il ne faut toutefois pas se départir de cette prescription qu’une 
question mathématique ne doit pas être considérée comme complètement 
épuisée alors qu’elle n’est pas encore devenue intuitivement évidente; décou- 


_ vrir au moyen de l'Analyse, c’est bien faire un pas très important, mais ce 


n’est faire que le premier pas. 


II. — Scission de la Géométrie moderne en disciplines. 


Si, par exemple, on observe comme le physicien mathématicien repousse 
généralement l'avantage qu'il retirerait, dans bien des cas, d’une intuition pro- 
jective même peu développée; comme, d'un autre côté, celui qui cultive la 
Géométrie projective aborde peu lariche mine de vérités mathématiques d’où 
est née la théorie de la courbure des surfaces, on est forcé de regarder l’état 
actuel de l’étude de la Géométrie comme bien imparfait, et, suivant toute ap- 
parence, comme transitoire. 


Ill. — Sur l'importance de l'intuition de l’espace. x 
Quand, dans le texte, nous parlons de l'intuition de l’espace comme de 


quelque chose d’accessoire, nous le faisons en raison de la nature purement 
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mathématique des considérations à formuler : pour celles-ci elle n’a que la 
valeur d’une méthode qui rend les choses sensibles, valeur qui, d’ailleurs, au 
point de vue pédagogique, doit être estimée d’un grand prix. C'est ainsi qu’un 
modèle géométrique est, à ce point de vue, des plus intéressants et des plus 
instructifs. 

Mais c’est tout autre chose s’il s’agit de l'importance de l'intuition de l’es- 
pace en général. Je la considère comme subsistant par elle-même. Il existe 
une Géométrie proprement dite qui ne peut pas, comme les recherches qui 
nous ont occupé, n'être qu’une forme sensible de considérations abstraites. 
Il y faut concevoir les figures de l’espace dans la pleine vérité de leur forme et 
(ce qui constitue le côté mathématique) apercevoir leurs relations comme des 
conséquences évidentes des postulats de l'intuition de l’espace. Pour cette 
Géométrie, un modèle, qu'il soit exécuté et examiné ou seulement figuré avec 
force, n’est pas un moyen pour atteindre au but, mais la chose elle-même. 

Quand nous placons ainsi, avec une existence propre, la Géométrie à côté 
des Mathématiques pures et sans qu’elle en dépende, nous ne faisons rien 
moins que quelque chose de neuf. Il est toutefois désirable de remettre en- 
core une fois expressément ce point en évidence, puisque les recherches ré- 
centes le perdent à peu près complètement de vue. C’est également ainsi 
que, réciproquement, les méthodes d'investigation nouvelles ont été rarement 
appliquées, quand elles auraient pu l'être, à l’étude des rapports de forme 
des êtres de l’espace, et cependant, dans cette voie, il semble qu’elles soient 
particulièrement fécondes. 


IV. — Sur les multiplicités à un nombre quelconque de dimensions. 


Que l’espace considéré comme lieu de points n’ait que trois dimensions, 
c’est ce qui, au point de vue mathématique, n’a pas besoin d’être discuté; 
mais on ne saurait davantage, du même point de vue, empêcher qui que ce 
soit d'affirmer qu'il en a quatre ou un nombre quelconque, mais que nous 
n’en pouvons percevoir que trois. La théorie des multiplicités à plusieurs di- 
mensions, telle qu’elle se dégage de plus en plus des recherches mathéma- 
tiques modernes est, par nature, tout à fait indépendante d’une telle affirma- 
tion. Il s’y est cependant établi une façon de parler qui, sûrement, découle 
de cette idée. Au lieu d'éléments d'un ensemble continu, on parle des points 
d'un espace supérieur, etc. En elle-même, cette manière de s'exprimer a 
beaucoup de bon parce que, en rappelant les conceptions géométriques, elle 
facilite l'intelligence. Mais elle a eu cette facheuse conséquence que, pour 
beaucoup, les recherches sur les multiplicités à plusieurs dimensions sont 
regardées comme ne faisant qu’un avec les idées que nous venons de rappeler 
sur la nature de l’espace. Rien n’est moins fondé que cette croyance. Si ces 
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idées étaient justes, ces recherches mathématiques trouveraient immédiate- 
ment une application géométrique; mais leur valeur comme leur but, pleine- 
mentindépendants d’elles, se trouvent dans leur nature purement mathéma- 


_ tique. 


Tout autre est la façon indiquée par Plücker de considérer le véritable es- 
pace comme une multiplicité à un nombre quelconque de dimensions en 
introduisant comme élément (voir § V du texte) une figure (courbe, sur- 
face, etc.) qui dépend d'un nombre quelconque de paramètres. 

C’est dans l Ausdehnungslehre de Grassmann (1844) que se trouve dévelop- 
pée pour la première fois cette manière de voir, où l’on considère l'élément 
d’une multiplicité à un nombre quelconque de dimensions comme l’analogue 
du point de l’espace. Grassmann ne se préoccupe nullement des idées que 
nous avons rappelées sur la nature de l’espace; ces idées remontent à des re- 
marques faites en passant par Gauss et se sont répandues à la suite des re- 
cherches de Riemann sur les multiplicités à plusieurs dimensions, recherches 
auxquelles elles se trouvent mêlées. 

Les deux manières de voir, celle de Grassmann comme celle de Plücker, 
ont leurs avantages particuliers; on les emploie toutes deux, tantôt l’une, 
tantôt l’autre, avec profit. 


V. — Sur ce que l'on nomme la Géométrie non euclidienne. 


Comme l’ont montré de récentes recherches, la Géométrie métrique pro- 
jective dont il est question dans le texte coïncide essentiellement avec la Géo- 
métrie métrique que l’on obtient quand on rejette le postulatum des paral- 
lèles et qui, sous le nom de Géométrie non euclidienne, est actuellement 
l’objet de fréquents débats et discussions. Si, dans ce qui précède, nous n’a- 
vons pas, en général, employé cette locution, c’est pour une raison qui se 
rattache aux considérations de la Note précédente. On associe au nom de 
Géométrie non euclidienne une foule d’idées qui n’ont rien de mathématique, 
acceptées d’un côté avec autant d'enthousiasme qu’elles provoquent de répul- 
sion de l’autre, avec lesquelles, dans tous les cas, nos considérations exclusi- 
vement mathématiques n’ont absolument rien affaire. Par les considérations 
qui suivent nous avons voulu apporter quelque éclaircissement à cette dis- 
tinction. 

Les recherches en question sur la théorie des parallèles et leurs développe- 
ments successifs ont par deux côtés une importance mathématique précise. 

Elles montrent d’abord, et l’on peut considérer la chose comme définitive- 
ment tranchée, que l’axiome des parallèles n’est pas une conséquence mathé- 
matique des axiomes généralement placés avant lui, mais qu’il est l’expres- 
sion d’un fait intuitif essentiellement nouveau laissé intact par les recherches 
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qui le précèdent. Une semblable discussion pourrait et devrait être faite, même 
ailleurs qu’en Géométrie, relativement à chaque axiomé; on y gagnerait en 
vues sur les situations respectives de ceux-ci. 

En second lieu, ces recherches nous ont donné une notion mathématique 
précieuse, celle d’une multiplicité à courbure constante. Elle est reliée, 
comme nous l'avons déjà remarqué et plus amplement développé dans le 
§ X, de la facon la plus étroite, avec la détermination métrique projective 
développée indépendamment de toute théorie des parallèles. Si, en elle-même, 
l'étude de cette détermination métrique offre un grand intérêt mathématique 
et permet de nombreuses applications, elle comprend encore, comme cas par- 
ticulier (cas limite), la détermination métrique donnée dans la Géométrie et 
apprend à la considérer d’un point de vue plus élevé. 

Absolument indépendante de ces considérations est la question de savoir 
sur quoi repose l’axiome des parallèles, s'il doit être considéré comme donné 
d’une facon absolue, ce que veulent les uns, ou comme établi seulement ap- 
proximativement par l’expérience, ce que prétendent les autres. S'il y avait 
des raisons d'accepter cette dernière façon de voir, les recherches mathéma- 
tiques en question nous montreraient comment doit alors être construite une 
Géométrie plus exacte. Mais c’est là évidemment une question philosophique 
qui atteint aux principes les plus généraux de notre entendement. Elle n’in- 
téresse pas le mathématicien comme tel, et il peut souhaiter que ses recher- 
ches ne soient pas considérées comme dépendant de la réponse qui, d’un 
côté ou de l’autre, peut lui être donnée. 


VI. — La Géométrie de l’espace réglé comme étude d'une multiplicité 
à courbure constante. 


En rattachant l’une à l’autre la Géométrie de l'espace réglé et la détermi- 
nation métrique projective dans une multiplicité à cinq dimensions, nous 
devons faire attention à ce fait que les droites ne nous offrent (au sens de la 
détermination métrique) que les éléments à l'infini de la multiplicité. Il de- 
vient ainsi nécessaire d'examiner quelle est la valeur d’une détermination 
métrique projective pour ses éléments à l'infini; nous allons développer ici 
cette question pour écarter les difficultés qui s'opposent à la conception de 
la Géométrie de l’espace réglé comme Géométrie métrique. Nous rattachons 
ces développements à l'exemple intuitif qu'offre la détermination métrique 
projective basée sur une surface du second degré. 

Deux points pris arbitrairement dans l’espace ont, relativement à la surface, 
un invariant absolu : le rapport anharmonique qu'ils forment avec les deux 
points d’intersection de la droite qui les joint et de la surface; mais, si les 
deux points viennent à se placer sur la surface, le rapport anharmonique tend 
vers zéro indépendamment de la position des points, excepté dans le cas où 
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les deux points viennent se placer sur une génératrice, auquel cas il devient 
Ingecoemings; c'est l'unique cas particulier auquel donne lieu leur position 
relative s’ils ne coincident pas; nôus avons ainsi ce théorème : 


La détermination métrique projective que l'on peut baser dans l’espace sur 


une surface du second degré ne fournit aucune détermination métrique pour 
la Géométrie sur cette surface. | 


A ceci se rattache ce fait que l’on peut, par des transformations linéaires de 


‘la surface en elle-même, amener trois quelconques de ses points à coïncider 


avec trois autres ('). 

_ Pour avoir sur la surface elle-même une détermination métrique, il faut 
restreindre le groupe des transformations, et l’on y parvient en tenant fixe un 
point quelconque de l’espace (ou son plan polaire). Supposons d’abord que le 
point ne soit pas sur la surface. De ce point on la projette alors sur un plan, 
ce qui donne une conique comme courbe de contour apparent. Sur cette 
conique on base, dans le plan, une détermination métrique projective que 
l’on reporte ensuite sur la surface. C’est une détermination métrique propre- 
ment dite, à courbure constante, et l’on a ainsi ce théorème : 


Une détermination métrique à courbure constante s'obtient sur la surface 
dès que l’on tient fixe un point qui n’est pas sur la surface. 


On trouve de même que : 


En prenant pour point fixe un point de la surface elle-même, on obtient 
sur celle-ci une détermination métrique à courbure nulle. 


Pour toutes ces déterminations métriques sur la surface, les génératrices 
sont des lignes de longueur nulle. Les expressions de l’élément d’are de la 
surface ne diffèrent donc, dans les différentes déterminations, que par un 
facteur constant. Il n’y a pas sur la surface un élément d’are absolu, mais on 
peut très bien parler de l’angle que forment sur la surface deux directions. 

Maintenant tous ces théorémes et toutes ces considérations peuvent étre de 
suite appliqués pour la Géométrie de l’espace réglé. Pour l’espace réglé même 
il n'existe a priori aucune détermination métrique proprement dite. On n’en 
obtient une que quand on tient fixe un complexe linéaire, et alors elle a une 
courbure constante ou nulle suivant que le complexe est général ou particu- 


(1) Ces relations sont altérées dans la Géométrie métrique ordinaire; pour deux points 
à l'infini, il y a assurément un invariant absolu. La contradiction que l’on pourrait ainsi 
rencontrer en comptant les transformations linéaires qu’admet la surface à l'infini se lève 
en considérant que les translations et les transformations avec similitude, qui sont au 
nombre de ces transformations, n’altèrent aucunement l'infini. 


198 F. KLEIN. 


lier (une droite). Au choix de ce complexe est aussi liée l'existence d'un élé- 
ment d’are absolu. Quel que soit ce choix, la distance de deux droites infini- 
ment voisines qui se coupent est nulle, et 1’6n peut aussi parler de l'angle que 
forment entre elles deux droites infiniment voisines d’une droite donnée ('). 


VII. — Sur l'interprétation des formes binaires. 


Nous montrerons ici quelle représentation simple on peut, au moyen de 
l'interprétation de x + cy sur la sphère, obtenir pour les systèmes de formes 
qui se rattachent à la forme binaire cubique et à la forme binaire biqua- 
dratique. 

Une forme binaire cubique f a un covariant cubique Q, un quadratique A 
et un invariant R (2). Avec f et Q se forme toute une suite de covariants du 


sixiéme degré 
Q?+ AR f?, 


parmi lesquels figure également A*. On peut démontrer (*) que chaque cova- 
riant de la forme cubique se décompose en de tels systémes de six points. A 
pouvant prendre des valeurs complexes, il y en a une double infinité. 

L’ensemble de formes ainsi défini peut étre représenté sur la sphére de la 
façon suivante (*) : par une transformation linéaire convenable, amenons les 
trois points représentés par / en trois points équidistants sur un grand cercle. 
Ce grand cercle peut être pris pour équateur; les longitudes des trois points f 
situés sur lui sont 0°, 120°, 240°, Q est alors représenté par les points de 
l'équateur dont les longitudes sont 60°, 180°, 300°, A l’est par les deux pôles. 
Chaque forme Q?+AR /? est représentée par six points dont la latitude et la 
longitude sont contenues dans le tableau suivant, où « et 6 désignent des 
nombres quelconques 


sm: 


120°— B 


5 mit 


Il est intéressant de voir, en examinant la succession de ces systèmes de 


a 


120° + B 


a 
240° + B 


"1 


240° — B 


(1) Fou le Mémoire : Ueber Liniengeometrie und metrische Geometrie (Math. An- 
NAlERs AN; p.271). 

(?) Foir les Chapitres de Clebsch concernant la question : Theorie der binären 
Formen. 

(3) Par la considération des transformations linéaires de f en elle-même. Voir Math. 
ANT, IN ID 008, 

[(*) Voir aussi Betrami : Ricerche sulla Geometria delle forme binarie cubiche (Me- 
morte Acc. Bologna; 1870).] 
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points sur la sphére, comment s’en déduisent f et Q comptés doubles, et A 
compté triple. 

Une forme biquadrique a un covariant H aussi biquadratique, un covariant 
du sixième degré T, et deux invariants i et j. L'ensemble de formes biqua- 
dratiques 7H + à jf, qui correspondent toutes au même T, est particulièrement 
remarquable; à cet ensemble appartiennent les trois facteurs quadratiques en 
lesquels se peut décomposer T, chacun d’eux étant compté double. 

Traçons maintenant, par le centre de la sphère, trois axes rectangulaires 
Ox, Oy, Oz. Les six points d’intersection avec la sphère figurent la forme T. 


En désignant par x, y, s les coordonnées d’un point quelconque de la sphère, 


les quatre points qui correspondent à une biquadratique ¢H + 2/f sont don- 
nés par le tableau 


T, Ut 4, 
x, a JA DS 
us Wadi 
TE, En ee 


Ces quatre points sont toujours les sommets d’un tétraèdre symétrique 
dont les côtés opposés sont partagés en deux parties égales parles axes du 
système des coordonnées; le role que joue T, comme résolvante de cH + À} f, 
dans la théorie des équations biquadratiques est ainsi mis en évidence. 
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MÉMOIRE 
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE 
(suite), 


Par M. Paut PAINLEVÉ, 


CHARGÉ DE COURS A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE LILLE. 


CHAPITRE II. 


APPLICATION DES THEOREMES PRÉCÉDENTS A L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE. 


1. Nous avons démontré, dans le premier Chapitre, que l’intégrale 
générale d’une équation (1) 
(1) Fly, y',(2)]=0, 
quand elle ne prend qu’un nombre limité de valeurs autour des points 


critiques mobiles, peut se mettre d’une infinité de manières sous la 
forme 


(2) Ry 7, (wy =e 


C désignant une constante et R une fonction rationnelle de y, y’, dont 
les coefficients dépendent-de æ d’une façon quelconque. 
On peut, de plus, choisir deux constantes intégrales de la forme (2) 


CE ASS cells 
tB—=R;[y, y’, (æ)], 
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(3) 
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de telle façon que toutes les constantes intégrales (2) s'expriment 
rationnellement en a, 8 


C=/f(a, 6). 
Les constantes «, 8 sont liées par une équation algébrique 
(4) . Sin bizs 


\ 
que nous avons appelée relation entre les constantes intégrales. Cette 


équation n’est définie qu’à une transformation birationnelle près. 

Quand le genre de l'équation (4) est supposé différent de zéro, les 
théorèmes établis dans le précédent Chapitre trouvent immédiate- 
ment leur application dans l’étude de l'intégrale de (1). 

Tout d'abord, supposons que ce genre o de l'équation (4) soit plus 
grand que 1. Les égalités (3) établissent une correspondance ration- 
nelle entre la courbe (4) et la courbe définie par l'équation (1), où l'on 
donne à x une valeur constante. Or nous savons déterminer algébri- 
quement toutes les courbes 


(4) J (%, B)—0o 


distinctes, de genre & plus grand que 1, et qui correspondent ration- 
nellement à la courbe donnée (1); nous savons aussi calculer algébri- 
quement toutes les transformations (3) qui permettent de passer 
de (4) 4 (x). 

Nous formons done ainsi algébriquement un certain nombre de re- 
lations 
| w=Ri ly (x) 
LB RC, (x) 


et il faut qu'un de ces systèmes de relations (3) définisse l'intégrale 
de (1), ce qu'on reconnait également à l’aide d'opérations algé- 
briques. | 
Nous arrivons donc à la conclusion suivante : On reconnait algébri- 
quement si l'intégrale de (1) ne prend qu'un nombre fini de valeurs au- 
tour des points critiques mobiles, la relation entre les constantes intégrales 


(3)! 


étant supposée de genre & plus grand que 1. L'intégrale, dans ce cas, 
s'obtient elle-méme algébriquement. 
Sin désigne le nombre de valeurs de y qui se permutent autour des 
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points critiques mobiles, la transformation de (4) en (1) est d'ordre ». 
On a donc, d’après un théorème établi plus haut, 


— I 
pe . 
TD — I 


Nous voyons que le nombre » est un diviseur de p — 1, et, par suite, 
ce nombre ne peut dépasser (p — 1), quand la relation (4) est de 
genre plus grand que 1. De plus, quand & = p, la transformation (3) 
est nécessairement birationnelle, et l'intégrale n’a que des points cri- 
tiques fixes. 


2. Supposons maintenant que le genre & de (4) soit égal à l'unité. 
Prenons l'équation (4) sous la forme 


(5) B=Va—a)U— Fe). 
Dans l’équation 
(1)  FLy,y',(2)]=0, 


faisons, pour plus de clarté, y’=<z, et donnons a æ une valeur con- 
stante quelconque. Elle devient 


(1)! FL y, 4, (2)] =o. 
Par hypothese, les relations 


a= RK, Ly 3; (æ)]; 
B=R.[y, 3, (x)] 


permettent de passer de la courbe (5) à la courbe (1). On a done, en 
conservant la même notation qu'au Chapitre précédent, 


(6) da — APi (5) + APs CRE el Ne) 
Vu aya Fa) : 


Dans cette égalité, les P; désignent des polynômes en y et y’, dont 
les coefficients dépendent de x ainsi que les À. 
Par conséquent, 


ie do mr pf BPs Let ay 
0 VU — a) (1— ha) 0 LE 
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ou enfin 
J(a)=h+J'[y, 2, (2)], 


A désignant une fonction de x. 

En posant « = snC, on voit qu’en définitive il doit exister une in- 
tégrale abélienne de première espèce de la courbe (1) telle que l’inté- 
grale de l'équation (1) puisse se mettre sous la forme 


J’ Ey, 2, (z)] + Rx) =C; 


z représente, dans cette égalité, la fonction de y et = définie par (1)’. 
Pour tenir compte plus aisément de cette condition, supposons 
l’équation (1) résolue par rapport à y’ 


y=s=K[y, (x)], 
et remplaçons z par K [y, (æ)]. Si nous posons 
Ji(y, e)=S Ly, K(y, x), x], 
la condition précédente devient 


J,(y,æ)=—Ah(x) +C 


ou bien 
ay,  oJ VAR 
Ae Say x) + RL =—h'(æ). 
Cette égalité équivaut à la suivante 
oI, oy, AK(y,x) 0°]! 
7 K (y,æ SPA Le 
(7) Oy? (ip) aioe AR one 


On a, d'autre part, 
J' COEUR Hy fy, (&)]dy +... +3 a Hy Io, (ei ers 
H;[ y, (x) | représentant l’expression 
P; ly, 3; (#)] 
F; 


où l’on fait 


=KT[y, (x)]. 


a fs dll délits in à. di 


eee Tee oo ee dé 


SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE. 20 


Or 


L'égalité (7) peut alors s’écrire 


| oH, OK OH, di, 
OH, OK dH, dh, 
PRE ele lele cholet cie scie lelelee nice solos 


DH OK OH, Dr _ 
+2, (K yi +H, ye at )+ Hp = 


Les coefficients des Ieee dans cette égalité sont des fonctions de y 


(et de x), qui s'expriment lan en y, &. 
Écrivons que l’équation (8) a lieu identiquement pour tous les sys- 
tèmes de valeurs y, z, æ, qui vérifient la relation 


Frs (¢)|=o. 


Nous obtenons ainsi un certain nombre v d'équations linéaires et 


x dh; 
homogènes en A; et — : 
dx 


di, dhs di, 
(9) A, Ay EAC a + A; Àp + B, Es + B, Se . + B, is 


+ so ei, ow) el lelia\ © #16) cme e\ @ ele ele 6 @ ee € es Sels eos 0 © © ee eo 0 5116 0 ete a ae: eo © 0 0 +, 07% + 


Les quantités A;, B; représentent des fonctions de x qui s'expriment 
rationnellement à l’aide des coefficients de y, z dans l’équation (1’). 
Si l'intégrale de (1) est de la forme indiquée, ces équations doivent 
être compatibles. Peuvent-elles être indéterminées? Tout d’abord 
l'égalité : 
KO æ)+ ie), 
qu'on peut écrire 


H(y, x) K(y, afi SE ty = — h(a), 


nous montre que l’intégrale abélienne 


ÔJ; __f’oH(y,x) 
Ox =H Ox os) 


0 
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est une fonetion algébrique de y; elle n’a done pas de périodes, et, 
par suite, les périodes de l'intégrale abélienne J’ sont indépendantes 
de æ. 

Done, quand une intégrale abélienne J’ de la courbe (1) satisfait à 
l'égalité (7), ses périodes sont indépendantes de x. 

D'autre part, si J’ satisfait à cette égalité, il en est de même de p.J’, 
uv. désignant une constante. Plus généralement, si les intégrales indé- 
pendantes J’, J’, J”, ... vérifient cette condition (7), l'intégrale 


pd p. J” 4- pe I +. - 


jouit de la même propriété. | 

Mais, si les systèmes de solutions A,, As, ..., À; de (9) peuvent dé- 
pendre de constantes x, 4’, ..., ils ne sauraient renfermer de fonctions 
arbitraires de 2. On s’en rend compte de la manière suivante : appe- 
lons J,, J,, ..., J, les p intégrales abéliennes normales de première 
espèce, c’est-à-dire celles qui ont pour Tableau des périodes le Tableau 


TOO N'est Wing ME OS EE 
De al aig une Ie Re ns 
et sans corr NC SE CU DR 
D, 0, 0,8 SEs CO Glas Des as 


avec les conditions w! = w;. 
Si une intégrale quelconque 


J = hy, See le. = Agde 


a ses périodes constantes, les A,, A., ..., À, sont eux-mêmes des con- 
stantes. 

D'après cela, le système des A; le plus général qui satisfait aux 
équations (9) ne peut dépendre que de constantes : ces constantes, 
en nombre g au plus égal à p, y figurent d’une façon linéaire et homo- 
gène. 

Quand 7 =p, toutes les périodes w;sont des constantes, la courbe (1) 
a ses modules indépendants de x. 

Ce cas particulier, que nous traiterons plus loin, mis à part, g est 
égal au plus à (p — 1), c'est-à-dire que les A; sont déterminées par un 


à bé, nés eee ee At sh 


à rt Dh dd 


Te 


7 
e 
7 
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système d’équations différentielles linéaires et homogènes d’ordre 
(p — 1) au plus. 

On peut se demander si certaines courbes 
Fly, 2, (x)]=o 


admettent effectivement plusieurs intégrales J dont les périodes sont 
indépendantes de æ, quand les modules de la courbe dépendent eux- 


. mêmes de x. Les travaux de M. Picard permettent de répondre affir- 


mativement a cette question. Il suffit, pour s’en convaincre, de consi- 
dérer une surface algébrique 


F, (Y 3; x) — 0; 


ayant g différentielles totales de première espèce. Si on laisse x con- 
stant dans cette équation, les courbes 


F, (Y» 3, Ly )= © 


ont des modules variables avec a, (sauf pour des surfaces exception- 
nelles), et ces courbes admettent g intégrales abéliennes de première 
espèce, dont les périodes ne dépendent pas de a (‘). 

Le plus fréquemment, il n’existe qu’une intégrale J distincte répon- 
dant à la question. Cette intégrale J s’obtient alors à l'aide d’une qua- 
drature 


.Une fois À calculé, en posant 


y 
Ne rt; ei Hix) dy=J,(7, 2), 
0 


la dérivée 
dY _ Ov; HE ees 3, 2) 
dx —- dy pee Se? 


se réduit d'elle-même à une simple fonction de x, — L'(x), quand on 


tient compte de 
F(y, 3) LY == Oy 


(1) E. Prcann, Théorie des fonctions algébriques de deux variables (loc. cit). — Voir 
aussi les deux Mémoires du même Auteur Sur les surfaces algébriques (Journal de Mathé- 
matiques, années 1885, 1886). 


Ah 


17+ 


S— ni). 


a5 


‘ 


Mais, dans certains cas particuliers, la recherche 
connaissance d’une intégrale particulière d’une équation diff entielle 
linéaire et homogène d'ordre g (¢Sp—1). Une telle intégrale une — Se 
fois connue, l'équation s’intégrera en posant encore | ‘ 


~ gv lO ge Aaa 
a Vaide d’une quadrature 


tt 
de ee 


Remarquons que ces facteurs A, sont ties par certaines relations à 


De | des fonctions connues de x. 
En effet, écrivons les périodes des p intégrales abéliennes distinctes 


os la courbe (1) : 


ida Or Re MOI 
… om , - \ 2 2 
| CEA RD gaa eaeeenGNe: & 
erases cae 
®p» ps) Corne Opts 
Les coefficients A, doivent vérifier les 2p égalités | | 
(a) Moi + Ago, +...+ on Cr é 


C; désignant une constante. Les quantités w sont des fonctions de x 


i? données par des intégrales définies 
bi,j(æ) P;[ ss 
u Y's sal: (æ)] 
NES GET LAS dy. 


aij (x) 5 


Dr 


Si même J vérifie I’ équation (6), les C; doivent s’exprimer en fone- 
tion de deux nombres «@, 8, ainsi 


LT 1 C= mee n:B. 
a4 , 
a Mais on ne peut, en général, tirer parti de ces égalités, car il resterait 


| 
1 
3 
| 


RUE A DE À dei de de dd 
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à vérifier que les combinaisons des w’ qui donnent les À satisfont aux 
équations différentielles (9), ce qu’on ne sait pas faire. 

Il est un cas pourtant où la recherche des A s'effectue sans difficulté, 
c'est le cas signalé plus haut, où les modules de la courbe (1) sont 
indépendants de x. 

On peut alors établir une correspondance birationnelle 


(A) [7 =9o[4T, (x)], t= 9, [y, 2, (#)], 


(z2=$[24, T,(z)], T=d[y, s, (x) 
entre la courbe 
(1) | Fly, 5, (x)] 
et la courbe 
(10) F,(¢, T)=0, 


F, étant une courbe qui ne dépend pas de x et dont les modules sont 
égaux à ceux de (1). 

Sotenty,(¢, T),7.(¢, T), ..., 7,(4, T) p intégrales distinctes de pre- 
mitre espèce de la courbe (10), intégrales où ne figure pas x et dont 
les périodes sont, par suite, des constantes. Soient, d’autre part, 
1,[7, 7, (x), ily y’, (æ)l, ---. IpLy, y, (æ)] les p intégrales abé- 
liennes de (1) qui correspondent birationnellement aux p intégrales 
de (10). Leurs périodes sont des constantes, et on en déduit aussitôt 


que toute intégrale 
J=—=À+ hd +...+2,),, 


dont les périodes sont aussi des constantes, s'obtient en donnant aux À 


des valeurs constantes. 
Le problème revient donc à déterminer ces p constantes de façon que 


as soit une simple fonction de x, quand on tient compte de l’équa- 


tion (1). Sila chose est possible (ce qu’on reconnaît algébriquement), 
’équation (1) s’integre par quadratures. 

Appliquons ce qui précède à |’équation la plus générale de genre 1. 
Soient 
(Cm Rye Cs 
(P=Rily, re) 


Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome VIII. — Juituer 1801. 


(2) 


Le) 
I 
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deux formes de l’intégrale générale de l'équation 
Fly, ¥'s (@)J=% | 


de genre 1. La relation entre «, B est de genre &, au plus égal ar. 
Supposons qu'elle soit effectivement de genre 1 et qu’on l'ait ramenée 
à la forme 

B*=(1— œ)(1— hy œ). 
Nous pouvons, par une substitution birationnelle, 


(y=—9[4, T, (z)], t=9Ly, 5, (x)], 


A 
oe sv T, (x), T=ulyr, 2, (2) 


faire correspondre à la courbe 


(1) F{r, 2, G2)]=0 
la courbe 
(10) TG #2) (1— 28). 


Dans cette équation, 4? est une fonction de x. 

La fonction ¢(a), définie par la substitution (A), vérifie une équation 
différentielle transformée de l’équation (1) et qu’on obtient en écrivant 
l'égalité 


Ay FOOT ag EN PO gr OT 
da — (5 7 OF 7) 35 ae ore ere 


T désignant la fonction de ¢ définie par l’équation (10). On a d’ailleurs 
a = FPE Cm 
GRR RL (mL 

R’ et R, étant rationnels en 4, T; par suite, 


da a Adt 
Vite) Vaya ee) 


Cette égalité ne peut avoir lieu que si Æ vérifie une des équations 
modulaires relatives à 4,; 4 ne peut done varier d’une facon continue 
tandis que 4, reste constant, et, par suite, # est indépendant de x. 
L'égalité exige alors que A soit lui-même constant, et l'équation diffé- 


ad 


; 
1 
q 
. 
4 
3 
q 
q 
3 
4 
; 
À 
q 
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rentielle en ¢ doit être de la forme 


dt 
Vi Pt) 


= G(zx) ax, 


Si l’on pose alors 


h(x) = fG(e)de, 


ona 


t(2)=sn[h(x)+C]; 


l'intégrale générale &(æ) n’a que des points critiques fixes, et il en est 
de même de l'intégrale générale de l'équation (1). Nous savons d’ail- 
leurs que, réciproquement, quand l'intégrale de l'équation (1) n’a 
que des points critiques fixes, le genre & de la relation entre les con- 
stantes intégrales est égal au genre de (x), ici à l’unité, de sorte que 
nous sommes conduits, en définitive, aux théorèmes suivants : 


Les seules équations différentielles de genre 1 pour lesquelles le genre 
& de la relation entre des constantes intégrales est égal à l'unité sont les 
équations dont l'intégrale générale n'a que des points critiques fixes. 


I] n’y a pas lieu de s’étonner de la simplification quise produit dans 
le cas où p est égal à r. Quand p est quelconque, les périodes w/ des 
intégrales J doivent satisfaire | pour que les relations (x) entre les A; 
soient compatibles | à p relations, dont les coefficients sont constants ; 
ces périodes dépendent de (3p — 3) modules, que ces p relations ne 
suffisent pas à déterminer, et qui, par suite, peuvent être fonctions 
de x. 

Au contraire, quand p =r, le nombre des modules est égal a1, et 
ce module, devant satisfaire à une relation dont les coefficients sont 
constants, est lui-méme constant. 

Revenonsau cas général de p quelconque. S’il existe une ou plusieurs 
intégrales J de première espèce telles que l’intégrale générale de l’é- 
quation (1) soit donnée par la relation 


(B) J[y, 3, (æ)]+ (x) =, 


on n’en saurait conclure que cette intégrale prend un nombre fini de va- 
leurs autour des points critiques mobiles et correspond au cas dew = 1. 
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Pour qu’il en soit ainsi, il faut, de plus, que l'une des intégrales abé- 
liennes qu’on vient de calculer n’ait que deux périodes. Si cette nou- 
velle condition est accomplie (ce que l’on ne sait pas reconnaitre en 


général) en posant 
y = sn(J + h + c), 


on voit que y est une fonction rationnelle de y, =, 
y= pL} 3, (z)], 


et l'intégrale générale de (1) ne prend autour des points critiques mo- 
biles qu’un nombre fini de valeurs. Cette dernière condition se trouve 
vérifiée d'elle-même quand p = 1. 

Nous arrivons done aux conclusions suivantes : 

Quand l'intégrale d'une équation différentielle (1) ne prend qu'un 
nombre fini de valeurs autour des points critiques mobiles, le genre & de 
la relation entre les constantes intégrales est compris entre o et p (inclust- 
vement). 

On reconnaît algébriquement si l'intégrale d'une équation donnée est 
de cette nature et correspond, de plus, à une valeur de & supérieure at 
L’equation s'intègre alors algébriquement. 

On reconnait algébriquement si l'intégrale de (1) est de cette nature et 
correspond à la valeur & =1 de & (et l'équation s'intègre alors par qua- 
dratures), ou bien on ramene l'intégration de l'équation à la recherche 
d'une intégrale particulière quelconque d'une équation linéaire et homo- 
gêne d ordre (p — 1) au plus : cette dernière intégrale calculée, l'équa- 
tion (1) s'intègre par quadratures. 

Siw —p (p étant différent de zéro), l'intégrale de l'équation (1) n'a 
que des points critiques fixes. 


La méthode n'indique rien sur le cas où & serait nul. Quand p =o, 
w est nécessairement nul. Il en est de même lorsque p est égal At et 
que l'intégrale a des points critiques mobiles. Les équations de genre 
p=oetp=1 échappent done complètement à ce procédé d'intégra- 
tion. 

Avant de nous occuper d’une autre méthode qui s'applique aux équa- 
tions (1), de genre o, je ferai quelques remarques sur la manière dont 
il convient d'employer la méthode précédente. 
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3. Tout d’abord, on peut se servir de la transformation biration- 
nelle 
v=o it, ie (æ)], t=9:[7; 3; (C2IR 


(y) = 
4 s=0[t,T,(2)], T=U,Ly, 5, (x)], 


pour ramener l’équation (1) à la forme la plus simple. Par exemple, si 
l'équation (1) 


(1) Fy, 2) 0 


est de l'espèce hyperelliptique, on ramène l’équation par une substi- 
tution (y) à la forme 


À 
+ =M{4, (2) + NÇ6 (x) VPLS (mi. 


Quand l'intégrale y de (1) prend un nombre donné À de valeurs au- 
tour des points critiques mobiles (par exemple, quand y n’a que des 
points critiques fixes), il en est de même de l'intégrale (x) de l’équa- 
tion 

Ff, 42) feo, 
Mais la réciproque n’est pas nécessairement vraie. Soit en effet 
Eile. (2)| 0 


la relation entre ¢ et T; l'équation en set # s'écrit 


Le oft, T,(æ)]= ve, T, (z)] 


(8) RIT A)], 


T désignant la fonction de ¢ et de x définie par l'équation F, = o. L'é- 
quation en (4, ¢’, 2) s'obtient en éliminant T entre ($)etF, = 0. 

On passe, par une transformation rationnelle de la courbe F' a la 
courbe F,, mais la réciproque n’est pas nécessairement vraie : plu- 
sieurs valeurs de T peuvent correspondre à chaque système 4, @’. 

Supposons, par exemple, que T ne figure pas dans A[4,T, (æ)]. Pour 
que l'équation (1) ait ses points critiques fixes, il faut d’abord que cette 
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a 


propriété appartienne à l’équation 
v=h[t, (x)], 


et de plus que la fonction T(a), définie par l'équation 


F,[¢, T, (z)] =0, 


quand on y remplace ¢ en +, ait elle-même ses points critiques fixes. 

Mais, dans tous les cas, les conditions exprimant que ¢ prend 7 va- 
leurs autour des points critiques mobiles seront nécessaires pour que y 
jouisse de la même propriété (' ). 

Une seconde remarque est relative aux substitutions multiples, qui 
permettent de passer rationnellement d’une courbe algébrique à une 
autre. Parmi ces substitutions, nous ne regardons comme distinctes que 
celles qui ne se déduisent pas l’une de l’autre par une transformation 
birationnelle. En voici la raison : supposons que l'intégrale de l’équa- 
tion (1) vérifie les deux relations 


a=R,.[y, y’, (x)], B=R.[y, y, (x)l, 
qui transforment rationnellement la courbe 


fle Pb} =. 
en la courbe (1). 
Toutes les substitutions 


œ—Ri[r, y, (2), B=RiLy y’, (x), 
qui se peuvent déduire birationnellement de la premiere définissen t 
également l'intégrale de (1). Car ona 
a'= (4,8), P’=b(a, 8), 


? et } ne pouvant dépendre de +, si & est plus grand que r. Voici done 
comment on dirigera le calcul : on déterminera un type de toutes les 
classes de courbes 


Tia DT (de genre & > 1), 


(1) Observons d’ailleurs que, si ces conditions sont remplies, y ne prend qu’un nombre 
fini de valeurs autour des points critiques mobiles; mais ce nombre peut être, dans cer- 
tains cas, plus grand que x. 


aa dé id he or D bi 


ee 1 Tae eS 


ete de mad cad d 


- 
- 


a dome LA en, 2 LA ae LU OK SD ot di SDS, DS DS D Tees di A Pee ee és 
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dont la courbe (1) se déduit rationnellement, et l’on déterminera éga- 
lement un type de toutes les substitutions rationnelles distinctes qui 
transforment la courbe f= o en la courbe (1). Il suffira de vérifier si 
une de ces substitutions définit l’intégrale de (1). 


4. Cette remarque trouve son application naturelle quand on traite 
le problème résolu par M. Poincaré : intégrer les équations (1) qui 
n’ont que des points critiques fixes. 

La question revient à reconnaitre si, parmi les substitutions bira- 
tionnelles qui transforment la courbe 


Fis) =o 
en la courbe 
Fy Bay Vas (2 )] = 0, 


il en est une qui définit l’intégrale de (1). D’après ce qui précède, 
quand une de ces substitutions jouit de cette propriété, elle appar- 
tient aussi à toutes les autres. Quand p est plus grand que 1, le nombre 
de ces substitutions, qui est fini, peut être très grand : il suffit d’en es- 
sayer une seule. 

Je renvoie, pour les développements relatifs à ce probleme, au Mé- 
moire déja cité de M. Poincaré. J’ajoute seulement que, dans le cas ot 
p=t, léquation s’integre, si elle a ses points critiques fixes, à l’aide 
d’une quadrature de la forme 


dt À 
Va— ?\G—#78) ee. 


ChE ar. 


Ceci résulte de ce que nous avons dit précédemment. 
Quant au cas de p = 0, il se traite immédiatement en posant 


y=o(t), s=Y¥(2), 
avec 
Lx ei) 


L’équation en 4 
l'— RTE, (x)] 
n'ayant de points critiques, quand x est quelconque, ni pour ¢ fini, 
ni pour £ infini, est une équation de Riccati. 
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Pour donner un exemple de l’utilité de telles transformations, re- 
trouvons directement les résultats de M. Poincaré dans le cas où l’é- 
quation (r) est de genre 1 ou d'espèce hyperelliptique. 


Faisons . 
y= o[t, T,(x)], t=o,[y,2,(2)], 
s=(t,T,(2)], T=,[y, 3, (x)], 
avec 
T=R[4, (æ)]. 


Rest un polynôme de degré 4, si le genre p de (1) est l'unité, de de- 
gré 2p + 2, si p est quelconque. 
Soit d’abord p =1, ona 


R[¢,(z)J=e(1— #)(t—¢ 
£ étant une fonction de +, et ¢ vérifie l'équation 
l'AC (æ)]+ BLe(æ)IVREE (x): 


Deux cas sont à distinguer, suivant que B est nul ou non. 
Si B est nul; on doit avoir 


t{’—l? + mt+n; 


de plus /R[¢,(a)] est une fonction de x qui ne doit avoir que des 
points critiques fixes. On en conclut aussitôt que ¢= 0, =1,t=—1 
sont des intégrales de l’équation de Riccati, qui se réduit alors à 


EO, 


et comme ¢=€ est aussi une intégrale de cette équation, £ est une 
constante. L'intégrale y est donnée par l'égalité 


Me PL fos Ty, (æ)]. 


“a “peer , dt : Aa 
Si B n’est pas nul, en exprimant que gx ne devient infini quand x 


est quelconque pour aucune valeur de z (et qu'il en est de même pour 
by! > T° : * : À 
l'équation en 7)? on voit d’abord que A(4,x) est un polynôme du se- 


cond degré en ¢ et que B ne dépend pas de ¢. D’autre part, les valeurs 


1 
2 
"4 
7 7 
2 
4 
4 
4 
} 

À 
J 


~~ a | 
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t=0,t¢=+1,/=—~1,t=& doivent être des intégrales singulières, 
ce qui exige que A[4,(x)] a identiquement nul et que £ soit une 
constante, L’équation en z est donc de la forme 


dt 
VR (4) 
c'est ce que nous voulions démontrer. 
Le cas où p est quelconque ne se traite pas moins facilement. Ona 


Bier) | UO DES TC ST Has): 


= Biwi das 


= - ; dt x : ; 
En premier lieu, — ne devant être infini pour aucune valeur de ¢ 
D : I : A 
quand x est quelconque (et equation en - devant offrir le même ca- 
ractère ), B est identiquement nul, et l'équation se réduit à 


ae, 
— =lP + mt+n. 
dx 
D'autre part, pour que YR(¢,x) soit une fonction de x à points 
critiques fixes, il faut que¢ = 0, £=1,¢=—r soient des intégrales 
de l'équation de Riccati, qui se réduit ainsi à 


re 
dx 
et comme t= £,t—&,,...,¢=&,, sont des intégrales, les modules 


de VR[4, (z)| sont des ines. 
Nous retrouvons bien ainsi, dans ces cas particuliers, les résultats 


de M. Poincaré. 


5. Indiquons rapidement quelques autres applications. Il est facile 
de former des équations (1), de genre quelconque, telles que la relation 
entre les constantes intégrales soit d’un genre aussi élevé qu'on veut. 
Il suffit, en effet, de partir d’une équation irréductible 


y? + Rail B, (2) t+... + Role b,(2)]— 0, 
où «, B désignent des constantes liées par une relation 


CADET 


Ann. de Uv Fe. Normale. 3° Série. Tome VII. — Juitter 1890. 
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de genre &. J'entends par équation iréductible une équation telle que 
les n valeurs de y se permutent autour des points critiques variables x. 
Si l’on astreint les fonctions rationnelles R; de (x, 8) à la seule con- 


Ae be | dR; 
dition qu'à tout système de valeurs ... R;.... a -. ne corresponde 


qu'un système (a, 8), la fonction y, définie par l’équation précédente, 
satisfait à une relation 
Fr, 7,(x)=0, 


dont le genre p est lié à & par la relation 


RE 
=n. 

La méthode que nous venons d’exposer pourra done permettre d'in- 
tégrer aisément un grand nombre d'équations différentielles. Les cal- 
culs auxquels elle conduit ne sont pas impraticables. Pour les effec- 
tuer plus facilement, il conviendra de prendre l’équation 


Sa, 6) — 0, 


sous la forme de Clebsch: elle est alors de degré (p + 1). Parmi les po- 
lynomes P; relatifs à cette courbe, il en existe alors trois tels que 


Ps no P; ts 
P, =a, P, = 6, 
etl'ona 
i=p 
SY U _ + 
> Pi P; [y, = (x )] 
a= tk aes 
t=p 
Dh Pils a (7)] 
(K) =: 
i=p 
“ € 
AD vi Pil y, 5,(r)] 
6 — — eet ae ss 
‘=p 
NUE pire ae 
2s A; PiLy, 5, (2 )] 


Il faut déterminer les À;, ;, v; de façon que le point (a, 6) par- 


1 
2 
1 
4 
7 
3 
4 
q 
F 


er, tee 


ere 
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coure f= o quand (y, z) parcourt (1) et que les relations ci-dessus dé- 
finissent en outre l'intégrale de (1) (‘). 

Par exemple, si l'équation (1) est du genre 5, le genre & peut être 
égal à 5 (et l'intégrale a ses points critiques fixes), à 3 (et l'intégrale 
est à deux valeurs), à 2 (et l'intégrale est à quatre valeurs); enfin à 1 
ou ao. Cherchons, par exemple, si l'intégrale de (1) correspond au genre 
& = 3. Pour cela, nous formons l’équation 


f(aB)=0, 


la plus générale du quatrième degré, et nous écrivons que « et 8 véri- 
fient les formules (K). 

De même, si p = 3, & peut être égal à 3, à 2 (et l'intégrale est à deux 
valeurs), enfin à r ou à o. Pour traiter le cas de & = 2, on prend l’é- 
quation en (x, 8) sous la forme 


or p(a) == Aa Anat. . .—+ À, 


et l’on a 


Zp; Pi», z,(æ)] : 
ZA; Preys z,(x)] 


C= 


On exprime que V2(«) est une fonction rationnelle du point (y, z) de 
(1) et, de plus, que la dernière égalité définit l’intégrale de (1). 

Si, en particulier, la courbe (1) est une courbe du quatrième degré 
sans point double, il vient 


Pa Pay + ss 
— À + doy == Tees 7 


(A+ y + d;3)p(a) 
= Ag (Pit boy + 3) + As (Ar dey + Ass) (Mit Boy +3) 
+... t+ Ay (Ay + Aay + A32)° 
\ =B,[y,(x)]2°+Bily,(7)]s+Bly (2), 


(2) 


en supposant, ce qui est toujours possible, qu'on ait ramené l'équation 
(1) à être du troisième degré ens. 


(1) Le cas où la relation f = o serait hyperelliptique se traite a part sans difficulté. 


quand (62 3) ee (1). : 
Cette dernière quantité peut s’ écrire 


V2 + HEC he M 


0: ” : es quantités yo. Yrr Ÿe s'exprimant aisément : à l’aide des Cy, Cone qui 
y entrent au second degré et des fonctions gy, gy, 82 de l'équation 


v | L cs : AM cage 
me = E 


Flys (= + gly, (M+ gulp Ge + oly (eo. 


Si l’on écrit 


72= Ba, 7 
"RPC 4 = B;, a a & 
De rs n= Bo | 4 
nr: il faut disposer des fonctions À,, p; de (a) qui figurent dans B,,B,,B 
eae. de façon que ces égalités définissent pour C,, C,, C, des fonctions ra- 
ees * tionnelles de y. On ere ainsi les À;, 2; algébriquement. 
A Le cas où la courbe (1) est hyperelliptique présente certaines parti- © 


cularités. Si la courbe est donnée directement sous la forme 


=. 


. : P | (Le y'= Aly, (2)]+ Br, (x)]VRLy, (æ)], 


k l'intégrale de (1) ne saurait correspondre à à un nombre & plus grand 
que 1. En effet, la courbe 


PACA B= 
est alors elle-méme hyperelliptique et peut se ramener a la forme sui- 
vante : | 
P?— p(a). 


On doit avoir 
Re 7 "MR MAR E à dE 
dew OES sy +. ei pee 


et l’équation différentielle dont l'intégrale vérifie une telle relation 
est de la classe % 
= H{y, (x)], 
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H désignant une fonction rationnelle de y, ce qui est contre l'hypo- 
thèse. 
D'après cela, soit une équation (1) quelconque d’espece hyperellip- 
tique 
RL ace == ot 
L'intégrale d’une telle équation peut correspondre à un nombre & plus 


grand que 1, comme le montre l'exemple de p = &; mais si, dans ce 
cas, on ramène l'équation a la forme 


À = ALE, (a+ Ble (IT 
en posant 
Je T (2), = ly, y's (æ)l, 
s=y'=b[4, T, (æ)], T=h[y% y's ()] 
avec 


Tez Rt, (2)); 


B est nécessairement nul; autrement la correspondance entre (y, y’) 
et (4, 4’) serait birationnelle, et le nombre & relatif à l'équation en ¢ 
serait plus grand que 1, ce qui est impossible. Cette singularité, que 
nous avons rencontrée quand p = 5, se présente donc encore pour & 
quelconque et plus grand que tr. 

Mais l'intégrale d’une équation 


J'= Al, (æ)]+ B[y, (x)]VR[ y, (x)] 


peut correspondre à la valeur æ — 1. Cherchons, par exemple, si 
l'équation 
yraAgyt Ag yt' +--+ Ap 
admet pour intégrale une fonction qui ne prend qu’un nombre fini de 
valeurs autour des points critiques mobiles, le genre & de la relation 
entre les constantes intégrales étant supposé différent de zéro. 

= D’après ce qui précède, & n'étant pas nul ne peut être qu’égal à 
l'unité : l’intégrale doit vérifier la relation 


D es, 0 
; VR 


En effectuant le calcul comme il a été indiqué au § II, on trouve que 
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les À sont astreints à la condition 


D ‘5 aha y Pa ee Dae IA pet MP] 
A). dh, 
a za ¥ ee 
dx dx 12 : = = (Ag ALY ee Ap?) = O- 
vR 2 RVR 


Ceci exige d’abord que 


a yr oO, 
ensuite que 
d), dAy d'A 91 dAy 
dx 1 dx a ee ee fe 
EE —— = - ————— = ne. = 3 
ho 2 Ay 2 Ag 2 Ay 


c’est-à-dire qu'on doit avoir 


R(y, z)=H(xz)R, (y) 
et 


1 
Ane He 


à un facteur constant pres. Si l’on pose 


ee = f dy 
VR Ri (y da ) 


il vient 


LD be Je À aa = 
et l'équation s’integre par deux quadratures 


°; * £ 

OPI es #1 Ha. 
VR) 

Si Pintégrale de (1) est dela forme indiquée, l'équation (1) rentre done 

nécessairement dans cette classe d’équations. Mais cette condition 


n'est pas suffisante. Il faut de plus (et il suffit) que les périodes de 
l'intégrale 


se réduisent à deux. 
Les seules équations 


YY 


4 
5 
1 
E- 
F- 
¢ 
, 

: 
= 
; 


gore 
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dont l'intégrale générale ne prend autour des points critiques mobiles 
que x valeurs, le nombre & n’étant pas nul, se déduisent d’une équa- 


tion 
du 


Vi u?) (1— ku?) 


SSK a yan, 


par une transformation 
u=o(y)+VRi(y) YO), 


9, Ÿ, R, dépendant rationnellement de y et ne contenant pas x. Ceci 
s’applique notamment au cas de p = 2. 

Remarquons, pour terminer, que le probleme traité dans ce Chapitre 
renferme, comme cas particuliers, d’autres problèmes intéressants. 
Supposons, par exemple, qu’on veuille reconnaitre si l'intégrale d'une 
équation (1) donnée est une fonction n’admettant qu'un point critique 
mobile (y,, x,). Quand la relation 


Fly, y', (x)]= 0 


est algébrique en y, y’, æ, le lieu des points critiques des intégrales 
est une certaine courbe algébrique 


(Ya Æ)—=0, 


et, comme y,, x, sont bien déterminés pour chaque intégrale particu- 


lière, on a 
Vip ys VEN, 
Ui Pell, 1 > C2) I, 


c’est-à-dire qu'il y a une correspondance rationnelle entre la courbe (1) 
et la courbe © =o. Si done le genre de cette dernière n’est pas nul, 
les résultats précédents s'appliquent au problème. Notamment, quand 
le lieu des points critiques (y,, æ,) d’une équation (1) est une courbe 
algébrique de genre plus grand que 1, on reconnait algébriquement si 
l'intégrale n'a qu'un point critique mobile, et l'équation s'intègre alors 
algébriquement. 

En général, le lieu des points (y,, æ,) se compose de deux courbes, 
à savoir le lieu des points où y’ devient infinie et le lieu des points où 
deux valeurs dey’ se permutent. Chaque intégrale a au moins un point 


. 
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critique mobile sur chacune de ces deux courbes. Si, par hypothèse, 
elle n’en possède qu’un, il faut que ces deux courbes se réduisent à 
une seule, indécomposable. 

. Quand ces deux courbes sont distinctes, on peut chercher à recon- 
naître si l'intégrale n’a que deux points critiques mobiles. Plus géné- 
ralement, quand le lieu des points (y,, æ,) se compose de g courbes C 
distinctes, on peut chercher à reconnaitre si l’intégrale n’a que g points 
critiques mobiles. Il suffit qu’une des courbes C ne soit pas du genre o 
pour que notre théorie trouve son application. 

Sous une forme un peu différente, il est loisible de rechercher si 
l’intégrale n’a qu’un point de rebroussement variable ou qu’un point 
variable où la tangente soit verticale, ou encore qu’un seul point de con- 
tact avec chacune de ses courbes enveloppes, etc. 

Il est facile de multiplier les questions de cette nature, où deux 
quantités x, 6 liées par une relation algébrique connue sont bien dé- 
terminées pour chaque intégrale particulière. 

Chaque fois que l'équation entre (a, 6) ne sera pas de genre o, les 
théorèmes démontrés plus haut interviendront d'eux-mêmes. 

Par exemple, cherchons si l’équation 


(2 ay) +1 
9 


Fi rie = 


rejets 


a pour intégrale une fonction dont un seul point critique soit mobile. 
Le lieu des points critiques (y,, æ,) se trouve être 


at 
à bites 
Li + 


Si nous formons les substitutions rationnelles qui permettent de pas- 
ser de la courbe précédente (de genre 2) à la courbe (1), nous voyons 
que la substitution 


définit, quand on y laisse æ,, y, constants, une intégrale de (1). 


4 
J 
4 
2 
4 

. 
; 
4 
4 
| 
4 
4 
a 
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Cette intégrale ainsi calculée algébriquement peut s’écrire 


et! 


3 
ayes LA NW 2 att 
¥ —B=(e@—a)’, avec. B= 


6. Il me reste à dire quelques mots de l’extension de la méthode 
aux équations différentielles d’ordre supérieur. Quand l’intégrale gé- 
nérale d’une équation 

Fly", y, y(#)]=0 
ne prend que z valeurs autour des points critiques mobiles, on peut 
mettre, nous l’avons dit, d’une infinité de manières, l'intégrale sous la 
forme 
GARE Poy; 
B=R'[y', 7,7, (2)], 
= KL YY (#)), 


et choisir ces intégrales, liées par la relation 
(a, 8, y) = 0; 
de telle façon que toute autre intégrale 
REY, 7,7, (2) 


soit une fonction uniforme de «, B, y. Dans ces égalités, les R, R’, ... 


“désignent des fonctions uniformes de y”, y’, y, fonctions qui ne sont 


pas nécessairement des fonctions rationnelles. Pour qu’il en soit ainsi, 
il faut de plus que l'intégrale y contienne algébriquement les con- 
stantes 5,5. Yo. OU, Ce qui revient au même, que l'intégrale n’ait pas 
de points essentiels mobiles. Ce sont de telles équations que nous nous 
bornons à étudier. Nous considérons, en définitive, les équations du se- 
cond ordre (1), dont l'intégrale y dépend algébriquement de constantes 
Vos Ne 
Si le genre & de la relation 


g(a; By} 0 


entre les constantes intégrales est supérieur à l’unité, les théorèmes 
que nous avons indiqués plus haut sur les transformations rationnelles 
des surfaces permettent d'intégrer l'équation (1) ou de la ramener a 


des équations plus simples. 
Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome VIIL — Juiver 1891. 29 
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Deux cas sont à distinguer, suivant que S rentre ou non dans le troi- 
sième groupe de surfaces défini au Chapitre IT. 

Quand S est du premier ou du second groupe, l'intégrale de (1) s’ob- 
tient algébriquement. 

Elle est définie, en effet, par une des transformations rationnelles de 
S en la surface (1), et l’on sait calculer algébriquement toutes les sur- 
faces S distinctes qui correspondent rationnellement à (r), en même 
temps que toutes les lois de correspondance. 

Quand S est une surface du troisième groupe, une intégrale première 


est de la forme 
Zu:Q;[7", 7,37" (æ)] 


= : r: r = const. 
ZA:Q; Ly AR (x)] 


(les notations étant les mêmes qu’au Chapitre II). 

Une fois les À;(æ), u;(x) déterminés par cette condition, il reste à 
intégrer une équation du premier ordre, pour laquelle la relation entre 
les constantes intégrales est sûrement de genre 1. 

On arrive à démontrer ainsi que l'intégration de l'équation (1) se ra- 
mène à la recherched’une intégrale particulière quelconque d’une équa- 
tion linéaire et homogène, suivie d’une quadrature. L'ordre de l’équa- 
tion linéaire (qui le plus souvent est égal a1) ne peut dépasserp + p, —1 
[p et p, étant les deux genres de (1)]: 

En définitive, proposons-nous le probleme suivant : 


Reconnaitre st l'intégrale de (1) dépend algebriquement des constantes 
et correspond à une relation entre les constantes intégrales de genres >t. 


On détermine algébriquement s’il en est ainsi, et l’équation s'intègre 
alors soit algébriquement, soit par une quadrature, ou bien on ramène 
l'équation aux équations linéaires. 

Cette méthode n’est qu'une extension de celle qu’a employée M. Pi- 
card ('), pour étudier les intégrales uniformes ou à points critiques 
fixes des équations (1), comme notre méthode pour intégrer les équa- 
tions du premier ordre est une extension de celle de M. Poincaré. 


(1) E. Picarn, Théorie des fonctions alyébriques de deux variables (loc. cit.). 


_— D Q — - 


SUR LA RÉDUCTION 


; 
a 
2 


| DE 
À 
a LINTEGRALE HYPERELLIPTIQUE A LELLIPTIQUE 
: 
2 PAR UNE 
- 
: TRANSFORMATION DU TROISIÈME DEGRÉ (°), 
Pan M. F. BRIOSCHI. 
1. Soient o(x,, æ,), V(æ,, æ,) deux formes binaires de l’ordre 7, 
| peer 
FC y ¥2) = (Ts a) VC 19 Va) — V( 21, Do) O( V5 Va); 
on démontre facilement que chaque invariant de la forme F s’exprime 
en fonction de covariants et d’invariants simultanés des formes o(x), 
U(e@). | 
| La valeur du discriminant A de F s'exprime de la manière suivante 


, ; NE, 


étant f= (9) covariant simultané de l’ordre 2(7 —1), et P une fonc- 
tion de covariants et d’invariants simultanés de l’ordre 2(n—1)(n—2). 
Pour r = 3, on trouve 
P=— 2(kf+ 6h), 


forme du quatrième ordre, étant 4 = (gt), invariant, h = (ff), co- 
variant, simultanés. En indiquant par À,, À,, À,, As les racines de 


(1) GoursaT, Bulletin de la Société mathématique de France, p.155 ;1885.—BURKHARDT, 
Mathematische Annalen, Band XXXVI, p. 411. 
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l'équation A(F) = o, on aura, en conséquence, 


IL (9-2) =" tr + 6h), 


m constante. 
Chacun des facteurs © — Av ayant une racine double, on peut poser 


(1) - 9—hb= 0, 


a, B étant des fonctions linéaires, et « sera un facteur de /, 8 un fac- 
teur de Af + 6h. Soit 


(2) 9—pb=4, 


u constante; de l’équation supérieure, on déduit 


(p — py) IH — Arb) = m(£)" kf + 6h) 3 = m(£) we, 


en supposant 
08 = kf+ 6h. 
La transformation s= ft conduit à la réduction d’intégrales due a 


M. Goursat. L’intégrale hyperelliptique n’est pas générale, ce que je 
vais démontrer en déterminant d’une manière nouvelle la valeur de la 
forme ¢ du troisième ordre. 


2. En posant 4 — À — des équations (1), (2), ona 


pp = paf — du, où = 0B — u, 


et c’est avec ces valeurs de 9, Ÿ que je vais calculer celles de / et de 
kf + 6h, 

Dans ce but, j'introduis les huit invariants simultanés des formes w, 
a, 8 qui suivent : 


Pin lu a*)s, Prez 0B), P,= (u %*)s, RE (u B*);, 
= (3 a? )s, == (3 af )?, = (3B2)},s 


7 
a 
4 
3 
7 
4 
, 

: 
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M = (a8), étant 5 — {(uu),. Entre ces invariants, on a les relations 
suivantes : 


PP; — P?—M?L,, PP; — P,P,— MAT P.P,— P? = M'L., 
(3) ibe a A 


étant A = (5),, le discriminant de la forme wu. En considérant encore 


les deux covariants simultanés / = (ua), m= (uB), ona les trois rela- 


tions 
L, a? — 2L, «5 ae Le M5, 


P:ac— 2P;af + P,B?— M2 2, 
P3a?— 2P,a6 + P,B?= M?m. 


Cela posé, on trouve 


30 f = a(am + 2Bl), RP; 
36p?h = 2P;a(am + 281) — 4M?a?5 —[B (la) + 2a(ma)l. 


Mais 
(la)?= Pyl— Lo, (ma) = Pym — L, 2?, 
2(la)(ma)—P m+ P,l— 2L,2?, 
et, apres quelques réductions, on arrive à la seconde équation 
6p? (Af + 6h) = B[12L, a§— 3L, 078 + 6P,al— P,(2am + Bl)]. 
La forme du troisième ordre ¢ est en conséquence la suivante : 


M?- = 4P, P33 — 9 P?a?6 + 6 P,P, «6? — PSG. 


Les invariants simultanés des formes u, + seront donc des fonctions de 
P,, P,, ..., M. En posant o — ;(#),, on a, comme il est connu, les 
trois invariants 
A == C3S)es B = (0); C= (ee)s; 
invariant J = (uy), et le résultant R des formes u, ¢. 
La valeur (3) de A conduit tout de suite à la suivante 


i 54P{P;A, 


230 F. BRIOSCHI. — SUR LA RÉDUCTION DE L’INTEGRALE HYPERELLIPTIQUE, ETC. 


et l’on trouve pour J, C, B les valeurs 


M?J == 3(P?P;— 3P3?+ Poe es)s 
M?C = 8P;P,(P?— P2P,) 


et, en conséquence, 
M?(9C + 8P4P,J) = — 48P3P,(P,P;— P,P). 
Enfin le calcul de l’invariant B donne 
M!(gB — J?) =— 27 P?(P,P,— P,P,)?. 
Ces deux dernières équations conduisent à la suivante 
3(9C + 8P4P,J}+ 4*P8 P2(9B — J?) =o, 


de laquelle, en multipliant par 3°A?, on arrive à l’équation de condi- 
tion entre les invariants A, B, C, J, R, 


3(35AC — 4RJ)?-+ 4R?(9B — J?) =o, 


déja calculée par M. Burkhardt. 
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ÉQUATIONS GÉNÉRALES DE LA THERMODYNAMIQUE, 


Par P. DUHEM, 


CHARGÉ D'UN COURS COMPLÉMENTAIRE A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE LILLE. 


INTRODUCTION. 


Clausius (') avait déjà consacré un Mémoire à un exposé systéma- 
tique des équations de la Thermodynamique. Depuis, bien des physi- 
ciens ont fait de cet exposé l'objet de leurs travaux; rappelons seule- 
ment les noms de ceux qui ont fait sur ce sujet les plus importantes 
recherches. 

Au premier rang, il convient de citer M. F. Massieu (?); il a obtenu 
un résultat capital, à savoir que toutes les équations de la Thermody- 
namique peuvent être écrites au moyen d’une seule fonction caracte- 
ristique et de ses dérivées partielles, cette fonction changeant d’ailleurs 
avec les variables indépendantes adoptées. 

M. Gibbs (*), dans le Travail célèbre où il a démontré que les fonc- 
tions caractéristiques de M. Massieu pouvaient jouer le rôle de poten- 
tiels dans la détermination des états d’équilibre du système, a fourni 


(1) R. CLausius, Sur diverses formes des équations fondamentales de la Thermodyna- 
mique, qui sont commodes dans l'application (Théorie mécanique de la chaleur. Trad. 
Folie, Mémoire IX). 

(2) F. Masstgu, Sur les fonctions caractéristiques (Comptes rendus, t. LXIX, p. 858 et 
1057; 1869). — Mémoire sur les fonctions caractéristiques des divers fluides et sur la 
théorie des vapeurs (Savants étrangers, t. XXII; 1876). 

(3) J. Wittarp Gisss, On the equilibrium of heterogeneous substances ( Transactions of 


the Connecticut Academy, t. III; 1875-1876). 
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également de profondes idées sur les équations de la Thermodyna- 
mique prises sous la forme la plus générale. 

M. H. von Helmholtz (*) a développé de son côté des idées analo- 
gues. 

Enfin, M. Arthur von Oettingen (?) a donné un exposé de la Ther- 
modynamique d’une remarquable généralité; il a cherché, dans cet 
exposé, à mettre nettement en évidence le caractère dualistique que 
présente le développement de la Thermodynamique, caractère déjà 
marqué par M. Massieu. 

Malgré l'importance des travaux que nous venons de citer, nous 
voulons tenter à notre tour de donner des équations générales de la 
Thermodynamique un exposé systématique. En faisant autrement que 
les illustres physiciens dont les noms viennent d’être cités, nous 
n'avons pas la prétention de faire mieux; mais nous pensons qu'il y a 
intérêt à présenter l’enchainement analytique de la Théorie mécanique 
de la chaleur, en adoptant successivement des méthodes très diffé- 
rentes; chacune de ces méthodes met particulièrement en évidence 
l’une ou l’autre des idées qui ont présidé au développement de la 
Science. 

Le Travail que nous publions aujourd’hui n’est pas nouveau : nous 
l'avons rédigé en 1888, comme fragment d’une étude fort étendue sur 
la Thermodynamique, pour les besoins de notre enseignement de la 
Faculté des Sciences de Lille. Ce premier Mémoire, très général, trai- 
tera des systèmes définis par un nombre limité, mais quelconque d’ail- 
leurs, de paramètres quelconques. Dans un Mémoire ultérieur, pour 
éclairer cette théorie générale par un exemple, nous en ferons l’appli- 
cation aux systèmes définis seulement par deux paramètres que l’on 
étudie dans les Traités de Thermodynamique. 


(*) H. von HeuLuocrz, Zur Thermodynamik chemischer Forgange (Sitzungsber. der 
Bert. Akademie, t. 1, p. 23; 1882). 

(?) ARTHUR VON O6TTINGEN, Die thermodynamischen Beziehungen, antithetisch ent- 
wickelt (Mémoires de l’ Académie de Saint-Petersbourg, t. XXI; 1885). 
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CHAPITRE I. 


ÉTUDE THERMIQUE D'UN SYSTÈME DONT ON SE DONNE LES EQUATIONS 
D'ÉQUILIBRE. 


Considérons un système, de dimensions finies ou infiniment petites, 
ayant en tous ses points la même température. Soit 3 cette tempéra- 
ture, lue sur un thermomètre quelconque. Nous supposerons que 
l’état de ce système soit défini sans ambiguité, lorsqu’on se donne les 
valeurs d’un certain nombre Æmité de paramètres arbitraires, qui sont 
la température 3 et z autres variables indépendantes «, 6, ..., A. 

Nous supposerons que l’on puisse appliquer à ce système les deux 
principes fondamentaux de la Thermodynamique, sous leur forme 
ordinaire; cela suppose que le système remplit les conditions sui- 
vantes : 

1° Ce système, étant placé dans une enceinte dont la température S 
est égale à la sienne, on peut le maintenir en équilibre en lui appli- 
quant certaines forces extérieures convenablement choisies; 

2° Ces forces sont déterminées sans ambiguité lorsqu'on connaît les 
valeurs des paramètres a, B, ..., A, S. 

Cette dernière condition peut s’énoncer d’une manière plus précise 
sous la forme suivante : 

Si l’on donne aux paramètres a, 3, ..., À, 3 des variations infini- 
ment petites arbitraires dax, B, ..., 6A, 6S, les forces susceptibles de 
maintenir le système en équilibre effectuent un travail virtuel 


d&,= À dx + B0B +...+ L0A+ 003; 


les quantités 
NOB were er L," 0 


sont des fonctions uniformes, fines et continues des variables 


Lie NOR AE 
Ann, de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome VII. — Aour 189. 30 
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. a 
; * a. 


Supposons que l’on connaisse, par l’expérience ou par une autre 


voie, ces (72 + 1) fonctions 


| A= fala, B, Pts) See 


(1) Makar re es sel se 5 
frites) 
este BAS), 


Nous dirons alors que l’on connait les équations d'équilibre du sys- 


teme. 


Supposons qu’un semblable systeme subisse une modification infi- 
. . . + N IN » New ES 
niment petite, correspondant aux variations 6a, 08, ..., oA, 03 des 


paramètres ; il dégagera une quantité de chaleur dQ. 


Soit U la fonction uniforme, finie et continue de x, 6, ..., A, =, qui 


représente l’énergie interne du système; posons 


Ree UE 
nye 8, 
(2) Ne pa ihe tee 
as 
Oe 


E étant Péquivalent mécanique de la chaleur; nous aurons 
dQ =— (Rada + Rgd8+...+ R,0A+ C43). 
Si donc nous connaissons les quantités 


BasRacits eae 


nous saurons calculer la quantité de chaleur dégagée ou absorbée dans 
une modification infiniment petite quelconque subie par le système à 
partir d’un état d'équilibre déterminé. Nous dirons alors que l'étude 


thermique du système en équilibre est faite. 
Nous donnerons aux coefficients R,, Hé 


-» Rx, C le nom de coe/fi- 


cients calorifiques du système. ll en est un qui se distinguera des autres 


eri Adee hu, Ji LL Lt. 


AAA: 


nr a i fe, ee nd he 
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par des propriétés particulières : c’est le coefficient C; nous le nom- 
merons capacité calorifique du système, pour le système de variables «, 
Boe Wy à: 


Des équations (2) nous déduisons des égalités de la forme 


(3) OR, ORg _ 1 . ey 

ao da — Ep da)” 

(3) DR US OC PAU IA 08) 
: Oo 0a 1 TE | 0x 


Ces égalités sont des conséquences des égalités (2), c’est-à-dire du 
principe de l’équivalence de la chaleur et du travail. Réciproquement, 
si l’on prend (rn +1) fonctions A, B, ..., L, @ et (n +1) autres fonc- 
tions R,, Rg, ..., R), C, le système qui serait en équilibre sous l’action 
de forces extérieures, dont le travail virtuel aurait pour expression 


d&,= À da + B 08 +...+ L 02 + 0 0%, 
et qui dégagerait, dans toute modification, une quantité de chaleur 
dQ = — (Ra da + Rg 9 +...+ Ry, dA + CdS), 
serait soumis au principe de l’équivalence de la chaleur et du travail ; 


en effet, d’après les équations (3) et (3’), il existerait une fonction 
uniforme U de «, 6, ..., A, ©, telle que l'on ait 


E(dQ + dU) — d&.. 
Imaginons maintenant que S soit la fonction uniforme, finie et con- 
tinue de a, 8, ..., A, à, qui représente l’entropie du système. 
La définition même de l’entropie nous donnera 


| By 08 

F(S) 0a’ 

ee OD 

Fis) 06 

EN ate ito Se et Ser ee à 
gin Xe a0? 

F(S) > où 

ieee 28 

Gu pare EE 


F (3) étant la température absolue du système. 


‘ A ù 
Lars 
. ANT | 
M'A a - isi, 


De ces égalités (4), nous déduirons des 6 


. EL “van te <. , je t } ' 
~y + = st SA OR; “ORs te 
FRE eo ee re an) =? oe a 
ay ee Oke ey 1 OC À nr. 
RE - Sais are F(a) à {F(s)P FCO) da ee tak oF 


. Ces agalites sont des conséquences des égalités (4), © 'està-dire du 
principe de Carnot. 

Due Réciproquement, si l’on donne un système dans lequel le dégage- 
a ment de chaleur élémentaire, à partir d’un état d’équilibre, est donné — 
par lexpression 


| dQ =— (Ra da + Rs 68 ++ 04 + C83), 


si les fonctions R,, Rg, ..., Ry, C vérifient les égalités (5) et él 
existe une fonction tie S de l’état du système telle que 


dQ * 
F(3) A 


- et le système satisfait au principe de Carnot. | à 
= _ De 1a la conséquence suivante : 


Prenons un système dont l'équilibre est assuré par des forces ayant 
pour travail virtuel la quantité 


dG,— À da + B 98 +.. FL Cds, 


el dans Diet une transformation élémentaire a partir d'un état d’ équi- 
libre dégage une quantité de chaleur 


dQ =— (Ra dx + Rg d8+...+R, 0 + C63); 


pour que ce système vérifie les deux principes fondamentaux de la Ther- 
modynamique, ul faut et il ae que les deux quantités — 


rst 


Ry AR | 
bell EY ds RS di Ee 
FO TE ne ‘eh F(3) oa may 4 
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Cette méthode, propre à exprimer qu’un système vérifie les deux 
principes fondamentaux de la Thermodynamique, est connue depuis 
longtemps. 

Dès 1854, dans le Mémoire même où il étendait le second principe 
de la Thermodynamique à tous les cycles fermés, Clausius (*) faisait 
usage de cette méthode. En 1858, G. Kirchhoff (?) en montrait la 
fécondité par de magnifiques applications à l'étude des changements 


: d'état. En 1863, Clausius (*) écrivait un Mémoire spécialement des- 


tiné à montrer comment toutes les équations de la Thermodynamique 
pouvaient s'établir par cette méthode unique. C’est également la mé- 
thode suivie par Reech (*) dans son grand Mémoire sur la Thermody- 
namique. 
En comparant les équations (3) et (5), nous arrivons à une série 
d’égalités de la forme 
dat -0B 


(6) trie 0. 

Ce sont la des relations que les quantités A, B, ..., L, qui figurent 
dans les égalités (1), doivent avoir entre elles; ces quantités ne sont 
donc pas indépendantes. On ne peut pas choisir arbitrairement les 
(n +1) fonctions f., fa, ..., fi, fs qui doivent figurer dans les équa- 
tions d'équilibre (1) du système. Le système que l’on imaginerait ainsi 
ne pourrait pas rentrer, en général, parmi ceux auxquels sont appli- 
cables les propositions de la Thermodynamique. 

Les égalités (6) conduisent à la conclusion suivante : 


Il existe une fonction uniforme, finie et continue 


Ita, Br 2) 


(1) R. Crausrué, Sur une autre forme du second principe de la Théorie mécanique de 
la chaleur (Théorie mécanique de la chaleur, 1"* édition. Trad. Folie, t. I, p. 154). 

(2) G. Kincunorr, Ueber einen Satz der mechanischen Warmetheorie und einige 
Anwendungen desselben (Poggendorff’s Annalen der Physik und Chemie, t. CI; 1858). 

(3) R. Crausius, Sur diverses formes des équations fondamentales de la Théorie méca- 
nique de la chaleur, qui sont commodes dans l'application (Théorie mécanique de la 
chaleur, 1"° édition. Trad. Folie, t. I, Mémoire IX). 

(*) Recon, Théorie des effets dynamiques de la chaleur (Journal de Liouville, t. XVM, 


Dos L000)e 
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des (n +1) paramètres %, By ein gy Apr ogngee définissent l étal d'un sys- 
1ème auquel les propositions de la Thermodynamique sont applicables, telle 
que les équations d'équilibre du système puissent s'écrire de la manière 


suivante 
ae os 
— § ’ ay Pe , 
A= om F(a, B ) 
= F - ’ AS À 
(7) 


L 
\ (> fe PS Vere eas le 2h 
la fonction fs étant indépendante de la fonction §. 


Nous n’insisterons pas davantage, pour le moment, sur cette re- 
marque que nous retrouverons plus loin sous une autre forme. _ 

En comparant les relations (3’) et (5’), nous trouvons la série des 
relations 


Se te), ee 
a ok ELS Oa ae 
Ree) te à a 
(8) {TFUE EGS) ob: os)! 


Ces égalités (8) nous montrent que, lorsqu'on connaît les équations 
d'équilibre du système, c'est-à-dire les expressions des quantités A, B, ..., 
L, ©, on peut calculer complétement tous les coefficients calorifiques du 
système, sauf la capacité calorifique. 

La première relation de la forme (8) qui ait été donnée en Ther- 
modynamique est la relation entre la chaleur de vaporisation d’un 
liquide, sa tension de vapeur saturée et les volumes spécifiques du 
liquide et de la vapeur. Cette relation, déduite en 1834 par Clapeyron 
des idées de Carnot, a été corrigée et complétée par Clausius et 
W. Thomson. Nous retrouvons ici l’idée de Clapeyron sous sa forme 
la plus générale. 

La capacité calorifique C n’est pas entièrement déterminée par la 


pd Lt eh à de 


ae) 


ret re 


: 
F 
F 
4 
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seule connaissance des équations d'équilibre (1 ) du système; mais les 


équations (3’), jointes aux équations (8), nous donnent les égalités 
suivantes : 


Ne ee _ PE d F(3) F(S) /d?A 90 \) 
dau BROS 6 0x): FS) Fis) (gst — 05) 
A ae 08 0 F(3) F(3)/(@B 99 \| 
(9) {08 Eos 5) Li 03 | F’ ts) (ga — 06 95) 


TEI GE — ire Pis) FE 2196 \] 
dk Ed dt 5 ral rot Has) 


Les équations (9) conduisent à la conclusion suivante : 


— 
EE 


Lorsqu'on connaît les équations d ‘équilibre d'un système, on peut cal- 
culer les dérivées partielles de la capacité calorifique du système par rap- 
port à tous les paramètres qui définissent l'état du système, sauf sa dérivée 
par rapport à la température ; la capacité calorifique est déterminée a une 
fonction près de la temperature. 


Pour achever de connaître la capacité calorifique C, il faudrait con- 
naître la valeur de cette quantité pour un système particulier de 
valeurs des paramètres a, B, ..., A, et pour toutes les valeurs de =. 

Nous arrivons ainsi à la conclusion suivante : 


Lorsqu'on connaît les équations d’équilibre d'un système, qu ne 
peuvent d'ailleurs pas être données arbitrairement, mais doivent étre de 
la forme (7), pour achever complètement l'étude thermique du système 
supposé en équilibre, il est nécessaire et suffisant de déterminer la suite de 
valeurs que prend la capacité calorifique C pour un système particulier de 
a, B, ..., À et pour toute valeur de S 


Nous avons supposé la température 3 lue sur un thermomètre quel- 
conque. Prenons pour température la température absolue elle-même, 
cas auquel nous poserons 


Dans ce cas, nous aurons identiquement 


FOREST 


Les égalités (8) deviendront simplement 


R,=—- 


(10) 
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T/08 OA’ 
Grae à 
T/00 OB 
= E53 4 ii) 
T /d0 : dL\ 
ee Tor 


Les égalités (9) prendront la forme beaucoup moins compliquée 


ac T/ 00 es 
sc = El geek — 917) 
ac T/ 20 sg 
(11) Scan ao eT. 
ac =1( 020 a 
04 E\oaol 91, 


Les équations (9) se simplifient également beaucoup dans un cas 
particulier qui a un grand intérêt : c’est celui où les paramètres a, 
8, ..., À ont été choisis de telle sorte que, si l’on fait varier la seule 
température 5, en les maintenant constants, tous les points du sys- 
teme demeurent immobiles. Dans ce cas, la seule variation du para- 
mètre 3 ne peut entrainer aucun travail des forces extérieures; on a 


donc 


Des lors, les équations (8) deviennent 


(F2) 


ONCE ic 268 NCNNE EN OO ale ae 


=: 
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Les équations (9) deviennent 


eC st if d F(S)| eA Fis) A} 
04 El os F’(3)105  F’(S) 05° | 
= |: 0 F(S5)10B F(S) dB} 

(13) 08 El os F'(5)105 F5) 08? | 


9 F(S)1dL F 
0 F(3)]05 F 


T OA 
Ry E or’ 
ae elie 
(14) ieee oT? 
T dL 
R; En E oT’ 
i ee T O7rA 
def en OT? 
ac be T 9° B 
(15) 08 E oT?’ 
oc __B oh 
où = tot 


Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome VIIL. — Aovur 18gt. 
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CHAPITRE IT. 


EQUATIONS D'ÉQUILIBRE D'UN SYSTÈME DONT L'ÉTUDE THERMIQUE 
EST SUPPOSÉE FAITE. 


Supposons maintenant, à l'inverse de ce que nous avons supposé au 
Chapitre précédent, que nous ayons un système défini par les (2 +1) 
paramètres a, B,..., A, 5, et que l'étude thermique du système ait 
été faite pour toute modification du système pris dans un état d’équi- 
libre. 

Si les paramètres a, B, ..., À, S, varient de da, 68,..., dA, 02, le 
système étant primitivement en équilibre, il se dégage une quantité 
de chaleur 

dQ = — (Ra da + Ra 06 +...+ Ra 0A + C3), : 


R;, Rg, ..., Ry, C étant des fonctions connues de «, 8, ..., A, S. 

Nous nous proposons de rechercher si l’on peut déterminer les va- 
leurs des quantités A, B, ..., L, ©, qui déterminent l'équilibre du 
système lorsque les paramètres dont dépend son état ont les valeurs 

[es 
Bree As ts 

Nous avons, pour effectuer cette détermination, les équations sui- 

vantes : 


(3) OR LE ORg RU, OA OB ) 
Oz d6 7 E dB da)? 

(3!) OR, he aC aired: I ee 20° 
ON dr CA EN ‘da | 

[+ Olive OR, 2 

(2) Di des ©? 

(39 IRa a Kee) a — ous 


a BUS) da 
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qui nous donnent les deux séries d’égalités 


: OA  0B 

6 DRE AS REA Be 

sh 08 oa a? 
oA 00 | F((3) 
on ee F(3) Ra 
0B 08 ,,F'(3) 

(8 bis) 03 re, Rs, 
OLD. (Sh 
No + F(S) ie 


Les valeurs de A, B, ..., L, ©, qui conviennent à l'équilibre du sys- 
teme, vérifient ces égalités (6) et (8 bis); mais ces égalités ne peuvent- 
elles pas être vérifiées par d’autres déterminations de A, B, ..., L, 0? 
Pour répondre à cette question, proposons-nous d’intégrer d’une 
manière générale les équations (6) et (8 dis). 

D'après les égalités (5), il doit exister une fonction uniforme 


CREME REED 
telle que l’on ait 


CP : 
Ra= 7 GC B, D 2), 
0. : 
(16) A LEE 
0 2 e 
R= oy G(% 6, PE) 


On intégrera de la manière la plus générale les égalités (6) en po- 
sant 


AO rt 1 & 
A= 5 5(a, B, . Sahar Ns 
d > 
DT, oc, K ©), 
(17) ap” F 
0 a 
b= = 9 (4, , . SA os 


LEO es Fak, ss G(%, BEEN 8) q quis ‘verifier ee 
= | choisissons-en une; en vertu des égalités (16) et (17), les é 
\ (8 bis) deviendront 73 


* * 


| 06 _ 0 [AF(a, B,...,h 3) MAC eer a 2, 2)| Pim 
> Sa ; dx Oa 03 FES) CARRE ES ) L 1 
‘ {: - PL, ‘ ‘ 
| a) ee 00 DFG, Dita) F'(3) 0 > 2) | ; 

. mL Or er aN 7 

M NT Lt atatote (9,10 ie i6).0) 6 ie Qe ali toto. d'enlever Ralbe: Oye: Fee ar ee Ie) os amies Nes sp ey L: 
Le HT 20 = OR D À 9) 9 Pye ; =) | + 0 
‘ = ye FES RE . 

d’où 
: R __ OF (a, Come or As S) (3) 6 \ 
. (18) aaah rs quete B, «15 A, 3) + (3), 


¢(2) étant une fonction uniforme arbiraire de la variable 3. 
La fonction G(a, B,..., À, ©) est déterminée; mais les fonctions 
F(a, 8, ..., À, S)et®(2) sont arbitraires; wd y a donc une infinité de 


systèmes de valeurs des quantites 
1 ipa: OT: 


qui intègrent les équations (6) et (8 bis), l'expression de ces fonctions 
ete de deux fonctions arbitraires, l'une des (n +1) variables x, 
B,..., A, 3, l’autre de la seule variable 3; parmi ces systèmes, un el un 
seul est tel que les forces dont le travail virtuel a pour expression 


d&,= A da + B 08 +...+ L 0x + 003 


maintiennent le système en équilibre. 

_ Ainsi une étude thermique complète d’un système en équilibre est 
loin de fournir des renseignements suffisants pour qu'il soit possible 
d'écrire les équations d'équilibre du système. 


4 D 


SUR LES ÉQUATIONS GÉNÉRALES DE LA THERMODYNAMIQUE. 245 


CHAPITRE HT. 


DU POTENTIEL THERMODYNAMIQUE. 


Considérons un système qui soit soumis aux conditions nécessaires 
et suffisantes pour que l’on puisse appliquer les théorèmes de la Ther- 
modynamique sous leur forme habituelle. 

Supposons qu'une transformation fasse passer ce système de l’état 
initial 1 à l’état final 2. A un instant quelconque de la transformation, 
le système est supposé avoir la même température en tous ses points; 
cette température peut d’ailleurs varier d’un instant à l’autre. 

Pendant une des transformations élémentaires en lesquelles peut se 
décomposer cette transformation finie, le système a la température ©; 
me 


il dégage une quantité de chaleur dQ; sa force vive croît de > 


2, 


La transformation tout entière fait passer l’entropie du système de 
la valeur S, a la valeur S,. | 
Pour toute transformation réalisable nous devons avoir (*) 


(2) : 
> i I I > MV = 
(19) I ah F(S) (40 T E e) 2 + S2 D1, 


P étant une quantité essentiellement positive à laquelle Clausius a 
donné le nom de transformation non compensée. Cette quantité devient 
égale à o lorsque la modification est réversible. 

On peut donner à l’expression d’une transformation non compensée 
une forme différente de celle qui est formée par l'égalité (19). 

Le principe de l’équivalence de la chaleur et du travail nous fournit 
l'égalité 


me? 
ee \ RAT OR n J 
dé,.—EdQ +3) — + EU, 


(1) P. Dunem, Étude sur les travaux thermodynamiques de M. Willard Gibbs, éga- 
lité (14) (Bulletin des Sciences mathématiques, 2° série, t. XI; 1887). 
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. . cy La LA 
U désignant l'énergie interne du système. Done, au eu d'écrire, 
comme expression de la transformation non compensée, l'égalité (19), 


on peut écrire 
(2) 


I I 
(20) P=5 Fay eee BORIS aes 


(1) 


Cette forme (20) devient particulièrement remarquable si la modifica- 
tion est ésothermique. Dans ce cas, on a 


F(æ}= const, 
et légalité (20) devient 
(2) 
(1) EF(2)P=E[U,—F(S)8,J—E[U,—F(2)8.]+[ a. 
wry 


Le second membre renferme un travail 


fa. 
(1) 


Le premier membre est donc une grandeur de même espèce qu'un 
travail. Dès lors, pour une modification quelconque, isothermique ou 
non, nous donnerons à la quantité 


dz = EF(3)P 


le nom de travail non compensé accompli durant la transformation. 

L’égalité (21) peut alors s’énoncer ainsi : 

Dans une modification isothermique quelconque, le travail non com- 
pensé est la somme : 

1° Du travail des forces extérieures; 

2° De la variation changée de signe d’une fonction uniforme de 
l’état du système définie par l’égalité 


(22) f —E[U — F(5)8]. 


Ce travail est done égal au travail mécanique qui serait accompli 
dans la modification considérée si le systeme était soumis : 

1° Aux mêmes forces extérieures; 

2° A des forces intérieures admettant un potentiel égal a ¢. 


… ét i us : 


sar 
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De la le nom de potentiel thermodynamaque interne que nous donne- 
rons à la fonction ¢ définie par l’égalité (22). 

Cette fonction a été, pour la première fois, étudiée par M. Massieu, 
qui lui a donné le nom de fonction caractéristique. M. Gibbs, qui en a 
fait usage ensuite, lui a donné le nom de fonction de force à tempéra- 
ture constante. Maxwell, puis M. von Helmholtz l’ont nommé energie 
libre. À 

Dans toute transformation réalisable, le travail non compensé est 
positif. Par conséquent, st un système, dont la température est maintenue 
constante, se trouve dans un état tel que toute modification isothermique 
virtuelle entraîne un travail non compense négatif, le système est assure- 
ment en équilibre. 

Il arrive souvent que le travail effectué dans une modification iso- 
thermique réelle ou virtuelle par les forces extérieures appliquées au 
système se trouve être la variation changée de signe d’une certaine 
fonction Q, déterminée d’une manière uniforme par l’état du système 


d& = — dQ. 
Les forces extérieures appliquées au système admettent, à température 
constante, un potentiel Q. 
L'égalité (21) devient, dans ce cas, 
EF(3)P= E[U,—F(3)5:1J +, 
— EL U;— F(3)8,] — 22, 
ou bien, en posant 
(23) © —E[U—F(3)$]+2, 
(24) EF(3)P = D, — ®.. 
Le travail non compensé accompli dans une modification isothermique 
quelconque est alors la variation changée de signe d'une fonction unt- 


forme de l'état du système; nous donnerons à cette fonction le nom de 
potentiel thermodynamique du système. 


D’après cette définilion, sz un système, dont la température est main- 
tenue constante, se trouve dans un état tel que son potentiel thermodyna- 
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mique ait une valeur minimum parmi toutes celles qu'il peut prendre a la 
même température, le système est en équilibre. 
Le potentiel thermodynamique interne est défini par l'égalité 


(22) _$—E[U—-F(S)S]; 
le potentiel thermodynamique total est défini par l'égalité 
(23) © — E[U—F(3)8]+2. 


Chacune des trois fonctions U, S, Q est définie à une constante près. 


Il en résulte qu'à chacun des deux potentiels thermodynamiques 


on peut toujours ajouter une quantité de la forme 
A F(3) +B, 


A et B étant deux constantes arbitraires. 


CHAPITRE IV. 


ÉTUDE D'UN SYSTÈME DONT LE POTENTIEL THERMODYNAMIQUE 
EST SUPPOSÉ CONNU. 


Considérons un système défini par (a +1) paramètres, au nombre 
desquels figure la température S; soient 


CRAN CESSE AR | 


ces paramètres. Supposons que l’on connaisse le potentiel thermody- 
namique interne de ce système. Ce sera une fonction uniforme des va- 


HADIOS A RNA, à 
AA MMS DE 


Peut-on, en premier lieu, déterminer les forces extérieures qui main- 
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tiennent ce système en équilibre, c’est-à-dire les (x + 1) fonctions 


NME NU AT LE. 
telles que 
d&,= À da + B 068 +...+ LdA+ 0 03 


représente le travail virtuel de ces forces? 
Supposons le système soumis à ces forces; si les paramètres 


a, 6; Syesy À 
varient de 
Doe eb a alto 


tandis que 5 demeure constant, nous obtiendrons une modification iso- 
thermique, réversible, infiniment petite, dans laquelle le travail non 
compensé doit être égal à o, 


E F(S) dP == 0. 
Or, dans toute modification isothermique, 


EF(S) dP =— 0$ + d&,. 
Dans le cas actuel, 


Pie Bo tt Lah 


On doit donc avoir, quelles que soient les valeurs de 6x, 66, ..., CA, 


(na (game 


ce qui entraine les égalités 


~ À, 
A= 5 F(a, B, - ke), 
0 > 
Ba in On) 
(25) 26° CP 
SE Se at pyre eden 
a F(a, B, . she 2) 


Ces égalités (25), dans lesquelles les seconds membres sont des fonc- 
Ann, de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome VII. — Aout 1891. 32 


"ces 1e res a Mal 
‘i terme 02. De A ay ad. 
RS Bs Pour achever l'étude ROME os ème, il. 
Ay nière quelconque, déterminer la quantité 0, c'esta-dire joi ire aûx LOS 
Ne __ égalités (25) une RUE de la forme ry ser eae aon “4 


(26) Oa fle 6 Ras | en. 


Les équations d'équilibre une fois déterminées par les égalités (25) et 
à (26), les coefficients calorifiques | + tae 
- re ; ; | Ra Rg, es Ry | | 4 
"E seront déterminés par les égalités (8), qui deviendront 
mc. ; 7 
a . | Re EY LR PE \ 
LA EF(G) 02.03 | 
es 3. YR avt) haa! CHE ee 
+3 (27) . {-PTEF(S)\08 Bas)’ 
Meur She of 
L | E F(S) | 02 010 
L'égalité que définit # : : 
(22) ' F=E[U—F(S)8] 
donne | 


as 


of OU 
SES FE | — EF(3)S. 


Mais on a évidemment — 


+ 


ES = EC +6, RFO 
On a done 
Cs Gat) 
. valerian 2) 
(30) Cm pleas (Se FPE), _ a2 


ve 
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On voit donc que, st l’on connaît le potentiel thermodynamique interne 
d’un système et si l’on connaît en outre la Jonction Js, On sait déterminer 
les conditions d'équilibre du système, l'énergie, l'entropie et les coeffi clents 
calorifiques du système en équilibre, en sorte que l'étude mécanique et 
thermique du système en équilibre est complete. 

Les égalités (27), (28), (29), (30) ont été démontrées en suppo- 
sant que les égalités (25) et (26) étaient vérifiées, c’est-à-dire que le 


système était soumis aux forces extérieures qui en assurent l’équi- 


libre. 

Cette restriction devra toutes étre observée lorsqu’ on voudra faire 
usage des égalités (27) et (30). Mais nous allons voir que les égalités 
(28) et (29) peuvent, au contraire, étre démontrées sans faire aucune 
hypothèse sur les forces extérieures auxquelles le système est soumis. 

Supposons le système soumis à des forces extérieures quelconques ; 
lorsque les paramètres a, 6, ..., A, S éprouvent des variations ¢z, 

Ce Eee 6A, OS, le travail terete eae: a pour expression 


d&, = À! da + B'08 +...+L'6),+ 0/03, 


A’, B’, ..., L’, 0’ étant des fonctions uniformes de a, 8, ..., A, 3, 
néralement différentes de A, B, ..., L, ©. 
Dans la modification considérée, l'énergie interne augmente de 


aur. OU DURS ou 5. 
GU Sa 0% RAF NE CAT (Lea 


Calculons la variation ¢S que subit, dans la même transformation, 
l’entropie du système. On a, par définition, 


6S = — 


F(3)’ 


dQ étant la quantité de chaleur que dégagerait le systeme, si, durant 
la modification, il était soumis aux forces extérieures propres à le 
maintenir en équilibre, c’est-à-dire aux forces dont le travail a pour 


expression ea f 
d&,= À da + B 08 +...+ LA + 0 03. 
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On a donc 


11. OU Mo ou 
dQ=— i + pds (5 da a+ 55 6B +. HAS OA + a 03 ) 
eR ete 
et, par conséquent, : 
eit of dU au . OU au 
8 = pes (559% + G5 OB +...+ mn A+ az) 
5 TE Re .+ L 92 + 0 93). 


Cette égalité doit avoir lieu quels que soient 6a, dB, ..., À, 6S. Si 
l’on y remplace A, B, ..., L, © par leurs valeurs (25) et (26), on ob- 
tient les égalités suivantes, qui doivent avoir lieu quelles que soient 
les forces extérieures appliquées au système 


0s Ye OU DOTE OF 
da F(S) 0a EF(S) 0a’ 
In OU ay 95 
08 F(S) 0 E F(2) 08’ 


0s i od D ay 1 OF 


La généralité de ces égalités étant démontrée, il nous suffit de 
ao » : ? “4 ee 7.00 7s), = F. 
remarquer que l’on a toujours, d’après la définition de f donnée par 


l'égalité (22), 
“OU OS LED 
es (2) 5 | —EE (3)S, 


OF 
i>] 


=E 


pour voir que l'on a toujours, quelles que soient les forces extérieures 
appliquées au système, 


28 Bk fete? PERL 
Hae) LE (5 93 }? 


(29) U=5(7- me = OF\) 
EL” — Fs) US 5%) 


LA ~ Lis é NE EE 
ÿ a 
os _* 


SUR LES EQUATIONS GÉNÉRALES DE LA THERMODYNAMIQUE. 253 


Lorsque le systeme est soumis aux forces extérieures quelconques 
définies par les fonctions A’, B’, ..., L’, 0’, un systeme de variations 


0 Dies 
des paramètres entraine un dégagement de chaleur dQ’ qui a pour 
valeur, sv la force vive est nulle au début et à la fin de la modification, 


dQ'= — OÙ + 5 (Alda + B'08 +... +L 82 + 9/03). 


Si nous mettons cette quantité sous la forme 
dQ’ =— (Rida + Rg 08 +...-+ RB OA+ C' 8), 


les quantités R,, Rg, ..., R,, C’ différeront, en général, des quan- 
tités R,, Rg, ..., R,, C qui représentent les coefficients calorifiques 
dans le cas particulier où le système est soumis aux forces qui le main- 
tiennent en équilibre. 

Ces quantités R,, Rg, ..., R;, C’ auront respectivement pour valeur 


eeu a 
Bees pa 
: OU io 
Re= 96 EP 
fs OU I P 
EO rie Ba” 
cL ees, 
Cie = = RO?” 


ou bien, en vertu de légalité (29), 


ee (2 oF )+ oF |, 
da 


FS) da 05) * da 
1 FS) (of . oF FRS 
B=plre (os æœæ)t# el 
GOW CE CR EE CE OO rer CRETE CE : 
1 FF) de oF \ of. | 
Bie cies T OOS Ace al | Ç 
Meet GS) ofs-r.03 f_ FO) FG) )| ( =) OF oy). 
de Lines M [F(S)T [US as) aS ] 


Si nous comparons ces égalités aux égalité 


ty 


ia 2 eae 
À | ‘ «P. DURE 
# PT #0 D ‘1 HA: 


voyons que, pour que l’une des quantités R’, la quantité FPT 
exemple, devienne égale à R,, il n’est pas du tout nécessaire que les — 0 
i agissent sur le système soient celles qui en assurent l'équi- 


forces qui 
libre; pour que l’on ait 

; R= Ra, 

il est nécessaire et suffisant que l'on ait 

ox 
fi the ai OT 

| SEA CS 
de même, pour que l’on ait 
ET RE C'=C, 


il est nécessaire et suffisant que l’on ait 


Or 75-8, . 


| 7 
Nous venons d’étudier une modification que n’accompagne aucune 
variation de force vive. Dans le cas ou la force vive pourrait varier, on 
aurait 


me? 


(ae Lay ! ’ ! CE geet Faure 
dQ'= a AC coda 06 +...+L'0A + 0’ 03) oy = 
_ Sile système se meut librement sous l’action des forces extérieures 
déterminées par les quantités A’, B’, ..., L’, 0’, on démontre que 
l’on à 
’ 2 
oy ~— =(A’— A) da + (B’—B) 63 +...+ (L’—L) a2. 


L'égalité précédente devient donc, pour un système qui se meut libre- 
ment sous l'action de forces extérieures quelconques. 


Peay or Che ~ dQ’'=dQ. 


Nous avons vu au Chapitre [ qu’un cas particulier intéressant était 
celui où les paramètres &, 8, ..., A, S étaient choisis de telle sorte 
que tous les points du système demeurent immobiles lorsque varie 
seul. 

Dans ce cas, on a nécessairement, que le système soit ou non en 
équilibre, 


D ot NE Le du Lau dé à 
das " “ ss. 
_ À Y 

‘ 
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Soit #(a,6,...,A,5) le potentiel thermodynamique du systeme. 
Son energie interne U(a,B,...,A, 5) est donnée par l’égalité (29), 
qui devient 


‘2 * F(S) oF 
(33 U= at = va 
BL FS) 08 
D'après Pégalité (28), lentropie S(a, B,..., A, &) du système 
devient 
(34) SET SO: OF 


~ E F°(S) af) 
Dans une transformation quelconque, effectuée sous l’action de 


forces extérieures A’, B', ..., L’, 6’, le système dégage une quantité 
de chaleur dQ’ donnée par 


52 T 
(35) Bag +a 2 — JE Pay 9g | + A'0e + B'06 +... L'on. 


Si le système se meut librement sous l’action des forces extérieures, 
cette égalité se réduit à 


F(3) af 


ER NI SR y 
FS) ss | + À da + B 06 +...+ Loi. 


Edo =—a|#— 


En vertu des équations (25), on a 


: . Or Os Oo te et OF aL 
por Sete 


On a done 


(36) EaQ=a| Frey 38 


Dans le cas particulier où la modification est twsothermique, cette 
égalité se réduit a 


D’apres les égalités (27) et (30), les coefficients calorifiques du 


système en equilibre ont t pour valeurs 


1 FCO} ag 
TE F(S) 0203”. 


ig ik | PES ER -* EP) dE ~ FO 2 | FESSES 


Nous arrivons ainsi à cette belle proposition de M. Massieu : 


AAC Lorsque les paramètres sont choisis comme nous venons de l'indiquer, 
ate Me: l'énergie interne du système, son entropie, les coefficients mécaniques et 
FL - thermiques du système en équilibre, s'expriment tous au moyen des deri- 
LCR vées partielles du premier et du second ordre de son potentiel thermodyna- 
SM | mique interne. : . 
Bene KA. 2 
ert Imaginons un système dans lequel les paramètres sont choisis 
i a , comme nous venons de l'indiquer; lorsque 3 varie seul, les forces 
DE ‘ extérieures n’effectuent aucun travail; supposons ce système soumis 
nr: à des forces A’, B', ..., L’, qui sont ou ne sont pas celles qui peuvent 
Sis le maintenir en équilibre; supposons enfin que, lorsque la tempéra- 
an ture est maintenue constante, ces forces admettent un potentiel Q, 
ae fonction de «, 6, ..., A, ©, de telle sorte que l’on ait 
0 
He 
0Q 
be % 
RER ; 
\ dQ 
eS ai 
L'égalité (35) deviendra alors 
. me? » F(S) of 02 
Edy + ay ls rs = \- 62 + Sos, 


Mais, dans ce cas, le systeme admet un potentiel thermodynamique 


Ch le pe 
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total, défini par l'égalité 


(23) : ®—F+Q. 

On a donc 

2 E d0'+ 9 mor | morts) = | PE | ef = 
(39) a > 2 bly F’(3) 05 6 F5) | os ee 


- Dans le cas particulier où la fonction Q ne dépend pas de S,.on a 


ao 
ae 


et cette formule prend la forme beaucoup plus simple 


ae Su, M F(z) 06] 
(4o) EdQ'+ 3) — iles 


Toutes nos formules se simplifient si nous prenons pour tempéra- 
ture la température absolue elle-même; nous avons alors 
Ge Es PT); 
si nous nous plaçons, en outre, dans les conditions où 
O'== O22 f5= 0, 


nos formules (33), (34), (31), (35), (36), (39) et (40) deviennent 


, ad lg OF 
(33 bis) TS) 


= 

| 

El = 
PR 


on 
| 
| 


(34 bis) 


=) 
g 

| 

| 


ul El 


es 
TD 

| 

| 
EI = 
d 
Q 
d 
= 


(Oh OES. | TES EE ; 
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28 bi ' ms” 93 ! ! YY 
(35 bis) EdQ'+6) — =— a(F— TDR) + Area + BB+. L ; 
Ft 
(36 bis) EdQ= Too 
: pe RUT 0% 0Q 
(39 bis) EdQ +6) ae Toop 
: ; me? o® 
(Go bis) EdQ'+2Y © =-3(o- T or) 


Ces diverses formules sont fréquemment employées dans les appli- 
cations. 


CHAPITRE V. 


D'UN CHANGEMENT DE VARIABLES. 


Supposons que les paramètres «, 8, ..., À, S qui définissent un sys- 
tème aient été choisis de manière que la seule variation du paramètre 
3 n'entraine aucun travail des forces extérieures appliquées au sys- 
teme. Soit 

F(a, i, tay Aas 


le potentiel thermodynamique interne de ce système. 


Posons 
| OF 
Oa = fala, 6, aS), 
Ox 
(41) | 55 fab, ---» Ar 3), 
OF 


Ie Gg. Pong ER 


Le système sera en équilibre si on le soumet aux forces extérieures 
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ayant pour le travail virtuel 
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d&,= À da + B 08 +...+ Loi, 


À, B,..., Létant définis par les égalités 


A= fa( a, 6, La), 
(42) Bt Con, ves hs), 


Nous savons que les fonctions f,, fs, ..., f sont des fonctions uni- 
formes des variables a, B, ..., A, S 


On peut supposer les équations (42) résolues par rapport à «, 8, ..., 
À. On aura alors 
REO Be, Ls), 
(43) 6 =ha(A,B, ..., L, 9); 


de Valea ae ps 


Ces équations définissent les valeurs que prennent, à la température S, 


les paramètres a, 8, ..., A, lorsque le système est en équilibre sous 
action de forces extérieures, ayant pour travail virtuel 


d&,— À da + B0B +...+ Lo. 


Il peut fort bien se faire que les fonctions /,, hg, ..., Ay ne soient pas 
des fonctions uniformes des variables A, B, ..., L, S. À un même sys- 
tème de valeurs de A, B, ..., L, 3 peuvent correspondre plusieurs 
systèmes ou même une infinité de systèmes de valeurs de a, f, ..., A. 

On peut se proposer d'étudier le système, en prenant, pour le dé- 
finir, les paramètres A, B, ..., L, S, au lieu des paramètres , Be, 
A, S. Nous allons donner quelques formules générales relatives à cette 
étude. 

Considérons l'expression 


(44) H=§ —(Ac + B6+...+1L)), 


qui est une fonction uniforme de a, B, ..., A, 5. Si, au moyen des éga- 
lités (43), nous y remplacons &, $8, ..., A par leurs expressions en 
fonction de A, B, ..., L, S, nous obtiendrons une fonction de ces 
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nouvelles variables, qui peut fort bien n'étre plus uniforme. Désignons- 
la par 
§(A, B, ...,L,3). 
Si les quantités A, B, ..., L sont maintenues constantes, on aura 
Ada+Bo06+...+LdA=—d(Aa+BB+...+ LA). 


Dans ce cas, par conséquent, les forces extérieures constantes A, B, ..., 
L admettent un potentiel 


Q=—(Aca+BB+...+LA), 
et la fonction 
FA, Bikes 0) 
est le potentiel thermodynamique total d'un système soumis aux forces 
constantes A, B, ..., L. 
L'égalité (44) nous donne 


06 OF da as 06 OF Od 
OA da 0A 060A ‘| OA OA 
da 08 Oh 


ne PF ae 
OF 
Tc eg pat oP 
OF 
Naat Se 


RL 

7* OA: 
—  _ 05 

(45) Re): + 
sn 
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les autres s’établissent d’une manière analogue; d’où la proposition 
suivante : 


Lorsque, pour un système donné, on connaît la fonction 
SABLE) 


on peut, par de simples différentiations, obtenir les valeurs que prennent 
les paramètres «, B, ..., A, lorsque ce système est en équilibre, à la tem- 
perature 3, sous l’action des forces extérieures A, B, ..., L. 


Si les paramètres A, B, ..., L, S varient de oA, ÔB, ..., SL, 63, le 
système, supposé constamment en équilibre, éprouve une modifica- 
tion infiniment petite et dégage une quantité de chaleur infiniment 
petite 

dQ =— (pa 0A + pe OB+...+ pL OL + y 03). 


Pas Op» --+» Oy» Y sont, dans le nouveau système de variables, les coef- 
ficients calorifiques du système; y est la capacité calorifique relative au 


(ex 


système de variables A, B, ..., L, 5. 
On a évidemment, entre les paramètres 


Rise Ramus Ry C 


et les parametres 


les relations 


| R OB OL 

a= Pas CP Ser rll pL? 
0 

Rg= pa 08 = PB 96 += PI 98’ 

NT CO AT SECTE EL EEE 5 
OB 

Ro = pa gy fb PB oy + Pky? 

OB L 
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ou bien encore 
Oo. 06 Oh 
PA = Rex + Rex + +R 
da 06 Oh 
pp =Ra ag +R Fy Pies + Ra op? 
Co ees Creer sa et TR Gon ca : 
da 08 Oh 
pr = Raa + Reap + + RS 
ere 08 où 
A = Ra se + Rss Skye +R +0 


Ces égalités permettent de passer des coefficients calorifiques relatifs 
à un système de variables aux coefficients calorifiques relatifs à l’autre 
système, et inversement. 


L'égalité 
$—=$+Ax+BB+...+LA 
donne 
oF _ OA(dS OA. 8S OB 8 OL 5.) 
0405 — da on 05 | 9A0B 05 °°’ OAOL O35 + OAOS 
,0B/0$ dA 05 OB as gL a8 
da \OBOA 05 OB? ds 9B OL 05 * 9B0s 
er re ta Ne lle sons e rain ne cas et ee eee 
OL (#8 OA, 05 OB a8 dL 05 
da \9LoA 05 | OLOB 05 “TOL? 6 T0 
28 OFA 08 0!B 08 dL 
OA Oa 03 OB da03 i OL da 03 
= A dB ul 
PTT free Sina Dual: : 
OA 
PE 


Si l’on tient compte des 


égalités (45), certains termes disparaissent, 


a er Ve la ts 
i ee 
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et l’on peut écrire 


og af dA 08 0B 5 aL 
Dens 9 PON OS) ada -0los- De ce D: OL OS da 


0 (08\ 0A . 0 (08 OB d (08 

: (5) os + 7 (58) geet. da (Se 
oA 

Ris 


On a donc 
OF 95 OA 028 OB o7§ OL. 


We NOs an Oh ds de OL OS de 


D’autre part, d’apres la premiere des égalités (38), ona 


1 F(S) oF 
E F'(S) da03 


On a donc la première des égalités 


OL 
da 


PRE di de 08. Da 7 
*~" E F((S) \dA 03 0a dB 03 Oa “OL OS da)’ 
Meo ok 0) OB, 025 a 
Re=— à pre (aa 95 dB * 0B05 06 | °° OLes ap)” 
__1 F(3) / 95 OA 05 OB 025 aby 
tie be dn’ OBS OA «COL eS On)? 


les autres s’obtiennent de méme. 
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En comparant ces égalités aux égalités (46), on voit immédiatement 
que l’on doit avoir 


1 F(S) oS 
PAST ETS ON dE 
ME Ai eo 
(48) { PB=~ EF (9) Bos’ 


SU TOO 
PL E F'(S) OL 05 


L'égalité à 
F—=$+Aa+B6+...+LA2 
donne 
oF 08 [05 dA (05 OB d§ _,\ aL 
oe loi +4) gs + (58 +6) oe 57 


ou, en tenant compte des égalités (45), 


WF AS 
L Her de 
(49) 93  d9 
L'égalité (34) donne alors 

Dir er (0. 
sen STE FS) à 


Ona d’ailleurs 
E[U-— F(2)S]= 5 + A+ BB +...+ LA. 


Cette égalité, jointe aux égalités (45) et (50), donne 


F(3) 05 Os 0 VS 
a U=5[5— prey B18 - Us. nr): 
(on E 1° F(S) as À OP PR aL 
L’égalité 
(ET Ox = of 
(49) 0s 03 


a 
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donne aussi 
Oia Os Leh dA. oS OB 5 aL 


ds? 0 Ads OS  0Bds 03 °° * JLos 05. 
On en déduit, en tenant compte des égalités (48), 


_ 1{F(S) &F  F(S)E"(S) of 
EUK(S) 0% [F’(3)]? = 
1(F(S) ®$  F(s)F'(S) 05 


E } F(5) 032 [F (SP 03 


ou bien, en tenant compte de la dernière des égalités (38) et de la 
dernière des égalités (46), 


F(S) ®5 _F(S)F"(9) at 


I 
(92) TT E|F(S) 08? ~ F9) 0 


Les égalités (45), (48), (50), (51), (52) conduisent à la conclusion 
suivante : 


St, pour un système, on connaît la fonction 


on sai, par de simples différentiations, obtenir les valeurs que les para- 
metres &, 6, w+) y prennent, à la température 3, dans le système en équi- 
libre sous l’action des forces A, B, ..., L, l’énergie interne du système, 
son entropie et tous ses coefficients calorifiques. 


C’est à M. Massieu qu'est due cette belle proposition. 

Le role que joue la fonction § lorsque l’on prend pour variables les 
quantités A, B, ..., L, S est tout-à fait analogue au rôle que joue 
la fonction ¥ lorsque l’on prend pour variables les quantités a, 6, ..., 
à, S. Aussi M. Massieu donne-t-il aux deux fonctions ¢ et § le nom de 
fonctions caractéristiques. . 
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Si l’on prend pour température la température absolue, les égalités 
(48), (50), (51), (52) deviennent 


BAe in: 
Pa EGA OT. 
Pe ns 
(48 bis) ETF BOT 
FU TT D 
CPL EB olor’ 
5o bis yee gcd 
Nas CRT 
a > ge 05 os 08 
51 bis MERE M mr QU ST 
(51 bts) (5 or A SA Boa ae LS }, 
~ 5 uy UC 
(52 bis) jae oe 


NE ON TE 


MÉMOIRE 


SUR LES 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE 


(SUITE), 


Par M. Paut PAINLEVÉ, 


CHARGE DE COURS A LA FACULTÉ DES SCIENCES DE LILLE. 


CHAPITRE IV. 


DE L'INTÉGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DONT L'INTÉGRALE 
GÉNÉRALE N’ADMET QU’UN NOMBRE DONNE rx DE DETERMINATIONS SE 
PERMUTANT AUTOUR DES POINTS CRITIQUES MOBILES. 


1. Les résultats que nous avons obtenus dans le Chapitre précé- 
dent ne s’appliquent jamais au cas où le genre p de l’équation diffé- 
rentielle 
(1) F{y,y',(æ)]= 0 
est nul. Nous allons maintenant traiter un problème dont la solution 
embrasse les équations (1) de genre quelconque, en particulier les 
équations de premier degré en y’ 


y= Rhy, (æ)]. 


Nous nous proposons de reconnaître si l'intégrale générale de (1) 
nadmet qu'un nombre donné n de valeurs se permutant autour des 


points critiques mobiles. 
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Rappelons-nous, pour traiter cette question, les propositions géné- 
rales établies dans le premier Chapitre : 

Si l'intégrale est de l’espèce indiquée, elle se laisse définir par la 
relation 
(2) XL7 oro (= + "Ras L¥o% or (+--+ Ro Yo (#1 =03 


dans cette égalité, R; désigne une fonction rationnelle de y), y,3 
quant à y,, y,, ce sont les valeurs pour a, de l’intégrale particulière et 
de sa dérivée; ces valeurs vérifient la condition 


ay FLY o> d'or (&o)] = 0. 


Les R;, R; d'une part, les R,, d'autre part, sont liés par des re- 
lations algébriques qu’on forme en éliminant y,,y, entre ces quantités 
et l'équation (1). Par exemple, si R; dépend effectivement de la con- 
stante d'intégration (y,, y,), on peut donner à ces équations la forme 


R; En o[R;, (x)], 
R, = ©, [Riz (z)], 
Re — W,[R;, ae )}; 


R= V,[R; (x)], 


les W, 9 étant algébriques en R;. 

Quand x est le nombre exact des branches de y qui se permutent 
autour des points critiques mobiles, nous savons qu’il n’existe qu’un 
systeme distinct de telles relations. | 

Les fonctions R;(æ) ont leurs points critiques fixes. D'autre part, ona 


RER Too (2 "AIT Yon (2) ARE rs (W]e + APT (@)]. 


Dans cette égalité, les quantités Ad sont des fonctions rationnelles 
en yo. Nous allons chercher à déterminer une limite supérieure du 
degré en y, des deux polynômes dont A} est le quotient. 

Pour cela, nous ferons usage d’une seconde forme de l'intégrale de 
l'équation (1) 

SLY Yo» (æ)]= 0, 


dans laquelle f est, comme l’on sait, un polynôme de degré mn par 


(AVE ds) el Lo à 
? à < x 
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rapport à chacune des lettres y et y,. Supposons qu’on ait ramené à 
Punité le coefficient de y”” dans 


STI Jo (æ)]; 


désignons par /, ce que devient f; nous pouvons écrire 


LD de NE 7 + BiLyo, (@)]y™™— + + Ba [Yo (&)] = 0. 


Dans cette équation, les B/ sont des fractions rationnelles dont les 
deux termes sont au plus de degré mn en yy. 

Les mn valeurs de y qui correspondent à chaque valeur de y, se 
décomposent de la manière suivante en m groupes formés chacun de 
n valeurs : 

A chaque valeur de y, correspondent m valeurs de y’. Soient s,, 
By) -.., Z, Ces M valeurs. A chaque système de valeurs de (yy, ¥, ) 
correspondent les déterminations d’une même intégrale. Appelons R}, 
R;, ..., R? les valeurs de R; qui correspondent à y,; en d’autres 
termes, posons 

R/=RiL Yo, 55 (æ)]. 

Posons encore 


Xi = X17 Jo 25 (ey? + yy" TRE + pe R +... +R, 
Be ey (Ao AP) (Ate Ate ta) A") 


et de méme 


ees ver Sa aa Ye ey RE... RG 
eee ye CAL a eter NE REA Sy ed), 


atone tat ee se eee nee die ois) Sls) pain) delete en :6) ene @ inlets Jo tales © ee + Ge Sie 4 we 6 09) 00 


On a identiquement 
(3) SLY) Yo (CAE a, Oi, CES CS 


Les coefficients des puissances de y sont, dans le premier membre 
de l'équation (3), des fonctions de y, qui sont au plus de degré mn 
en ÿ,; dans le second membre, ce sont des fonctions entières des 
quantités A‘, et les coefficients de ces fonctions sont eux-mémes des 
fonctions symétriques de =,, 52, ..., Zm, et, par suite, s’expriment 
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rationnellement en fonction des coefficients « de l'équation 
F[yo, 3 (to)] = 3" + [Yo (Lo) Ja" +... +am[ Yo (<) (aa 


On peut aisément, pour chaque valeur donnée de m, calculer ces 
fonctions symétriques en fonction des «. Elles sont de la forme 


chacun des nombres p, yu’, ...; étant au plus égal à (72 —1) il nous 
suffit, pour le but que nous nous proposons d'atteindre, de calculer 
une limite supérieure de leur degré en yo. D’après la théorie des fonc- 
tions symétriques, une telle fonction S est une fonction entière des 
quantités «, et cette fonction entière est au plus de degré m(m—1) par 
rapport aux a. Sin’ désigne le degré le plus élevé auquel y, figure 
dans l’expression des quantités «, les quantités S seront au plus de 
degré 
v—m(m—i)n 

en Yo. 

Dans chacun des deux membres de l'équation (3), le coefficient de 
y”” est égal à l'unité. En égalant respectivement les coefficients de 
ym", y, ..., y° dans le premier membre de l’équation (3), aux 
coefficients de y”*-!, y””"~?, ..., 7° dans le second membre, nous obte- 
nons mn équations, liant entre elles les mn quantités A’. Chacune de 
ces équations peut s’écrire sous la forme suivante 


(4) D Salve (moll en(Ats Al... A7) =BLyw (w)], 


les 9, désignant des fonctions entières des A/. 

Parmi ces équations, les (m — 1) premières sont respectivement de 
degré 1, 2, ..., (m — 1) par rapport aux A‘. Toutes les autres sont de 
degré m. 

Par rapport aux quantités y,, les coefficients S, sont au plus de 
degré v, et les quantités B sont au plus de degré mn. 

D'ailleurs, le système des équations (4) n’est jamais indéterminé, 
sinon on pourrait trouver, pour chaque valeur de y, et de æ, une infi- 
nité de valeurs des quantités A? vérifiant les équations (4), et la 
quantité 


Al: Yo (&)I; 
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qui est un polynôme en y, serait, par suite, décomposable d’une inti- 
nité de manières en un produit 


D.C ae, 


de m facteurs de degré nen y, ce qui est absurde. 
Si donc, entre les équations (4), nous éliminons (mn —1) des quan- 
tités A’, nous obtenons une relation de la forme 


G[Aj, Jo (&)]=0, 


qui, pour chaque valeur de x, lie à y, la quantité A/ restante. 
G est un polynôme en A’ et en y,. Son degré en A? est au plus 
égal à « 


1.2.3...mmm(n-t), 
| 


Mais, ce qui nous importe, c’est de trouver une limite supérieure 
de son degré en yp. 

Pour l’obtenir, nous remarquerons que toutes les équations (4) 
sont au plus de degré N par rapport aux variables A’ et y,, N dési- 
gnant le plus grand des deux nombres 


We. Crm LU Mn Et) —n, 


Le degré auquel figure y, dans le polynôme 


GLAÏ, yo, (æ)] 


est donc au plus égal à 
P = Nr, 


J'ajoute que, si (me + v) est supérieur à mn, cas auquel N est égal à 
(m+v), on peut remplacer N par un nombre moindre, pour les 
(m — 1) premières équations, ce qui conduit à prendre pour P une va- 
leur moindre. | 

La fraction rationnelle A/ [y°, (x)] doit done vérifier une équation 


G[AL, Yo (x)] — 05 


où y figure au plus au degré P. * 
Mettons G sous forme entière par rapport aux A? et aux v, : le nu- 


mérateur et le dénominateur de A? doivent diviser les deux coeffi- 
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cients extrêmes du polynôme en A}. Les deux termes de la fraction 
rationnelle AÏ(y,, x) sont donc au plus de degré P en yo. 

Cette limite supérieure de P est très élevée : dans chaque cas parti- 
culier, on pourra l’abaisser notablement. Pour deux nombres donnés, 
m et n, sans rien supposer sur l’équation (1), on obtiendrait une 
limite très inférieure à la précédente en opérant ainsi. 

On forme facilement, pour m et 7 donnés, les quantités 


qui figurent dans les relations (4).Entre ces équations (4) on effectue 
l'élimination de (mn — 1) des quantités A} en traitant les quantités 
Sx(yo) comme des constantes quelconques. On arrive ainsi à une rela- 
tion où figure celle des quantités A? que l’on n’a pas éliminée, A! par 
exemple, et les quantités S;, B;. On connaît une limite supérieure des 
degrés des S;, B; en yo; on connaîtra, par suite, une limite supérieure 
du degré en y, de l’équation qui donne Aj; cette limite est aussi celle 
du degré des deux termes de Aj; on opérera de même pour toutes les 
quantités A’. 

La nouvelle limite ainsi trouvée vaut pour toutes les équations de 
degré men y’, dont l'intégrale prend x valeurs autour des points cri- 
tiques mobiles. Pour une équation différentielle particulière donnée, 
en exprimant les S, en fonction de y,, on abaissera encore cette 
limite. | 

Mais le fait important qu'il nous faut retenir pour l'instant, c'est 
qu'on peut toujours déterminer une limite supérieure P du degré auquel 
Yo figure dans les Af. I suffit de prendre 


P= Nr: 
N désigne le plus grand des deux nombres 


mn et m(n'+1)— n'; 


n'est le degré en y de l'équation (1) pour a= ay. 
Revenons maintenant à l’étude des quantités 


Ro Jos (2) =o" A Lo (@)] +... + AT Ye (æ)]. 


D'après ce qui précède, elles sont au plus de degré P en y,. 


as bite van —— SR 
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Si donc on élimine y, et y, entre les trois relations 


R:= R;[Y0 7) (æ)], 


dR; : d 7 
dx = da RilYo Yo (æ)], 


Eos Wank Sa) | HO; 


l'équation algébrique et entière en R, a à laquelle on parvient est 


au plus de degré Q,, Q; se calculant aussitôt à l’aide de P. 
De même, si l’on élimine y,, y, entre les relations 


R;:=R; Yo» Yo» (æ)], 
R;= RL: (z)], 
| F [Yor Xoo (Zo)l, 
on obtient une équation 
di, LR, R;, (æ)] — 9; 


dont le premier membre est de degré au plus égal à Q,;. 
Nous pouvons done écrire un système de relations 


2 @[R:, R;, (z)]=0, 


(5) Wir [R;, Ry, (a) ao, 


din [R;, R,, (æ)] —,0; 
où les polynômes », d;; ont des degrés respectivement égaux à Q,, 


Q;,j- 
Exprimons, d’une part, que l’équation 


+ po 
a ses points critiques fixes; d'autre part, que les équations 
i,7 [Ri, Rj, (w)] = 0 


définissent un système de fonctions R,(a), R,(#), ..., R,(#) en fonc- 
tion de R; et de æ dont les points critiques sont également fixes; enfin 
que le système des fonctions R,, Ry; ..., R,, transporte dans la rela- 
tion 

eRe ttt Ry = 0, 
définit l'intégrale de l’équation (1). Nous obtenons ainsi un cer- 
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tain nombre de conditions algébriques entre les coefficients indé- 
terminés a(x), d(x), ... des polynômes 9, d et leurs dérivées 
da db 
Do ee 
On reconnait, par des opérations purement algébriques, si ces con- 
ditions sont compatibles. Quand elles le sont, par quelles opérations 
sont déterminés des coefficients a(a), b(x), ...? | 
Rappelons-nous que, si z valeurs se permutent effectivement autour 
des points critiques mobiles, il ne saurait exister deux systemes dis- 
tincts de relations (5). Pour éviter toute ambiguité, supposons que, 
dans ;,;, le terme de degré le plus élevé en R;, R; ait pour coefficient 
l’unité, de même que dans ® le terme de degré le plus élevé en R;, R;. 
Dans ces conditions, ona 


LCR Ry, (v)] = ITR; Ry, (2), 


p étant un certain entier et Il; une fonction de R;, R;,(a) bien déter- 
minée, entière et irréductible par rapport à R;, R;. Il en est de même 
pour 9. 

D’après cela, si les conditions qui assujettissent les a; sont compa- 
tibles et indéterminées, c’est que l’intégrale des (1) prend un nombre 
n' de valeurs inférieur à 7 autour des points critiques mobiles, Il faut 
donc essayer les nombres xn’ plus petits que zn. 

Quand les conditions sont compatibles et déterminées, il peut arri- 
ver que plusieurs systèmes a, b, ..., les vérifient. Mais il suffit de 
chercher les polynômes ©, V';; de degré minimum. Leurs coefficients 
s’obtiennent par des opérations linéaires, puisqu'il ne saurait exister 
qu’un seul système de tels polynômes. ~ 

Nous arrivons ainsi à ce théorème : 


On reconnaît par des opérations purement algébriques si l'intégrale d'une 
équation (1) donnée ne prend que n valeurs autour des points critiques 
mobiles. Dans ce cas, l'équation se ramene, par des opérations également 
linéaires, à une équation différentielle dont les points critiques sont fixes. 


A cette derniere équation 


et ER ; 
o LR, To (2)| =: 0 


i di ns d* 
by 4 


EN 
. 
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, . , CA . 
s'appliquent les résultats de M. Poincaré. Si son genre p’ est nul, elle 
se ramène à une équation de Riccati 


(6) t—=ME+Ni+P; 


2 1 S Carat? 2 \ ÿ L 
s'il est égal à l’unité, elle s'intègre par une quadrature; s’il est supé- 
rieur à 1, elle s'intègre algébriquement. 

Il faut de plus que les fonctions R; de +, définies par les relations 


Wii Ri, Ry, (æ)] = 0, 


n'aient elles-mêmes que des points critiques fixes. Cette condition 
met souvent en évidence des intégrales de l'équation de Riccati (6), 
quand p’=o. 

Si R;, en effet, ne s'exprime pas rationnellement en fonction de R,, 
R;, par suite en fonction de 4, elle admet, pour chaque valeur de æ, au 
moins deux points critiques 


to = Ky, (2), t,= K,(z), 


et 4, ¢, doivent être intégrales de (6) pour que R; n’ait pas de points 
critiques variables. 
Quand les R; ont trois points critiques distincts 


ty= Ky, 4=—K, tr = Ky, 


l'équation de Riccati s'intègre algébriquement. 

Si tous les R; n’ont que deux points critiques qui coincident, on 
peut toujours supposer que ces valeurs critiques 4,, 4, sont o et 20 (car 
tn’est défini qu’à une transformation homographique pres), et l’équa- 
tion (6) se réduit a | 
ENG} 
d’où 

t—= CN, (x). 
1 

Si l’on pose Cc? = y, p étant un entier convenablement choisi, 

toutes les fonctions R; dépendront rationnellement de C 


R;= 0;[C, (z)]. 


C’est ce qui a lieu de soi-même quand, p’ étant nul, tous les R; 
s’expriment rationnellement en fraction de R;, R;. 


- 7 x 
. ¢ ’ ne » 
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Une discussion analogue se présente dans le cas où p'= 1. Si tous 
R; s'expriment rationnellement en R,, R;, l'équation s'intègre par une 
quadrature, et son intégrale est de la forme 
"+ Pr (Os w) y+ «+ po(G &) 
+ Va GC?) (1— AC )[ra (C, 2) "1+... +ro(G x) ]=0. 


Au cas contraire, à un point critique de R;[R;, (x)], [soitR;—a(x)|, 
correspond une intégrale de l’équation \ 


o[R, R’, (z)]=09, 


qui s'intègre algébriquement. 

En définitive, l'intégrale de (1), quand elle prend un nombre donné n 
de valeurs autour des points critiques mobiles, s'obtient algébriquement, a 
moins qu'elle ne se laisse mettre dans l'une des deux formes suivantes 


"+ Pn=1(G w)y" +... + p°(C, x) 
+ (1—C?) (1 —k?C?) [rn (Cv) 2-1 +... +79(C,2)] =o 


(auquel cas elle se calcule par une quadrature ), ou 
yt? +Rp-1(C, d'y +... + R,(C,z)=0 


(auquel cas elle dépend de l'intégration d'une équation de Riccati). Dans 
ces égalités, les p, r, R désignent des fonctions rationnelles de C. 

Ajoutons que nous avons dirigé tout le calcul en nous servant de 
R{Y0 y (&)]. I peut arriver que, dans l'intégrale cherchée, R; ne 
dépende pas de (y,,7,). Dans la pratique, il faudrait donner à £ suc- 
cessivement les valeurs = 1,1 —2,...,1—n, et égaler, dans chaque 
calcul, à des fonctions de x indépendantes de la constante, les R; avec 
lesquels on aurait fait l’essai infructueusement. 

Un procédé plus symétrique et plus élégant consiste à introduire la 
fonction 

TL Yo d'os (to) (æ)] = 2ai(x) Ril yo Jos (to) (æ)] 


que nous avons considérée déjà dans le premier Chapitre. Nous savons 
déterminer une limite supérieure du degré auquel figure y, dans r, 
par suite une limite supérieure du degré en r et r' de l'équation 


Alr, r',(æ)] = 0, 


SUR LES EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU PREMIER ORDRE. 279 


qui est, comme nous le savons, une relation entre les constantes ou 
fonctions intégrales. 1 faut d’abord que l'intégrale de cette équation 
ait ses points critiques fixes, quels que soient les a,;(x). Cette condi- 
tion remplie, les R; sont liés à r par des relations 


VLR, r,(æ)]=0 


dont le degré ne peut dépasser une limite connue. Il suffit d'exprimer 


que, si l’on substitue les fonctions R;[r, (æ)] dans l'équation 


FH Ran ++. elias Fy == 0, 


cette équation définit l’intégrale de (1). Dans R;[7, (x)], r représente 
l'intégrale générale de l’équation différentielle 


heer Ce \le—o. 


Quand ces conditions sont remplies, si l’on a laissé aux a; des valeurs 
quelconques, R,,R,, ..., R, s'expriment toujours rationnellement enr 
et 7’. 

D’après cela, l'équation h = o et, par suite, l'équation (1) s'intègrent 
algébriquement quand le genre w de la relation entre les constantes inte- 
grales est supérieur à l’unite. 

Quand ce genre est égal à 1, l'équation (1) s'intègre par une quadra- 
ture. 

Quand ce genre est nul, l'équation (1) se raméne algébriquement à 
une équation de Riccat. 

Si l’on se reporte aux formes que prend l’intégrale générale dans ces 
deux cas, formes que nous avons étudiées dans le premier Chapitre, on 
voit que ces résultats ne diffèrent pas de ceux que nous avons obtenus 
tout à l'heure. 


2. La méthode que nous venons d'exposer démontre d’une façon di- 
recte que la question posée au début de ce Chapitre se résout à l’aide 
d’un nombre limité d’opérations algébriques; mais les calculs aux- 
quels elle conduit seraient la plupart du temps inextricables. Nous 
allons indiquer un moyen beaucoup plus rapide de résoudre le pro- 
bleme. 

Quand l’intégrale y ne prend que valeurs autour des points cri- 
tiques mobiles, le genre & de la relation entre les constantes inté- 
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grales peut être nul, égal à 1, ou plus grand que r. Nous allons cher- 
cher à reconnaitre successivement si l'intégrale de (1) est de l’espèce 
indiquée, & étant d’abord supposé plus grand que l’unité, puis égal à 
l'unité, puis nul. 

En premier lieu, si & est plus grand que 1, ona 


iE 
noel 
is 


y 


p désignant le genre de F. Comme nous l’avons déjà remarqué, 7 est 
un diviseur de (p — 1). Admettre que la relation entre les constantes 
intégrales est de genre plus grand que r, c’est se donner par le point 
même une limite supérieure de 2. Le moyen le plus simple de recon- 
naître si l'intégrale satisfait à ces conditions, c’est de suivre la marche 
indiquée au Chapitre III et de déterminer les courbes de degré 5 +1, 
qui correspondent rationnellement à (1). 

Supposons maintenant que p soit égal à o ou à 1. Dans le premier 
cas, l'intégrale est définie par une relation 


(6) Gly, 7 (x)]= Paly, (x) +... + Poly, (x)]= 0, 


où les P; sont de degré m en y, si m est le degré de F en y’ (y désigne 
une constante ou une fonction de x qui vérifie une équation de Ric- 
cati). Il existe une correspondance birationnelle entre 

G[y, 7, (æ)1— 0 
et 

Fly; 7',(æ)] = o. 

Remarquons à ce sujet que le genre d’une courbe de degré nen y et m 
en y ne peut dépasser un certain nombre, facile à calculer pour m et n 
donnés. Si le genre p de (1) est supérieur à ce nombre, & ne saurait 
être nul. 

Par exemple, si m= 2, n= 2, & étant nul, l'équation différentielle 
qui admet une intégrale de telle nature est nécessairement de genre 
nul ou égal ar. 

Dans le cas où & —71,on a 


| Y° + Pn—1(y, SIA +... + Poly, (x)] 
(7) | HV =P) (I= BYP) Crea) roy, æ)] 
= Q[r, 2, Ge) +VG 77) = PY) OLY y, (æ)l 


habit rw 
‘ 
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et aussi 
(8) : GLEN = Pany?* 4--.--- Pp =o, 


les P; étant des polynômes en y de degré m. Quant à y, c’est une fonc- 
tion de æ qui vérifie l'équation 


d 
=. =N(2)VO—P)0— FY). 


Ceci rappelé, plaçons-nous d’abord dans l'hypothèse où & serait nul 
et servons-nous de l’équation (6) à laquelle il faut joindre la condition 


y=My?+Ny+P. 


L’intégrale est susceptible d’étre mise sous la forme (6) d’une infi- 
nité de façons : toutes les équations (6) se déduisent de l’une d’entre 


elles par le changement 
_ ay,+6 
SS SS ee 
? ai + ds 


a, b, a,, b, étant des fonctions de x. Nous pouvons disposer de a, b, 
a,, b, de façon que les coefficients de l'équation (6) satisfassent à trois 
conditions qui soient caractéristiques d’une équation (6), ou du moins 
d’un nombre fini de ces équations. Par exemple, nous pouvons as- 
treindre les P; à ces conditions que leurs trois racines y, = g(x), 
Y,=h(v), y,=(x), d'ordre de multiplicité le plus élevé, soient 
égales à o, 1, 2. On cherche alors à déterminer les coefficients A(x), 
B(x), ... des P;, ainsi que M, N, P, de façon que l'équation (6) défi- 
nisse l'intégrale de (1). On obtient ainsi un certain nombre de relations 
qui, si elles sont compatibles, sont déterminées, et l'équation (1) se 
trouve alors ramenée algébriquement à une équation de Riccati. 

Quand le genre p de(1) n’est pas nul, on peut simplifier les calculs 
en tenant compte de la correspondance birationnelle de (1) et (6), 
correspondance qui est une conséquence des conditions que nous ve- 
nons d’énoncer, Si nous introduisons les intégrales abéliennes de pre- 
mière espèce relatives aux deux courbes, on doit avoir 

i=P 
> (x) Pilly x (æ)] 
Bly ts (2) yak 
rs EAN F, 
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Par exemple, si l'équation donnée est de la forme 
=hLy, Ce) + HLy, GIVR D Cr), 
l'équation (6) sera de la forme 
(Asy?+ Ayy + Ao)7" +... + Li + Liy +L=o, 


et y devra s'exprimer rationnellement en y et VR{y, (æ)]. 
Quand le genre p de (1) est nul, on se sert de la transformation bi- 


rationnelle 
7 = [8 (x), 
V=Y4LG (x)}, 
pour ramener l’équation à la forme 
: de. 
(1’) dg Lt (2), 
R étant rationnel en ¢. L’équation (6), relative à l’équation (1’), s’écrit 


(Asy + Ay) é"+ (By y + By) e?-' +. + Liy + L,= 0, 


ou encore 
— Apt”? + Bot?-1+...4+ Ly 
LS A,t?+...+L, 


On peut disposer de la transformation homographique qu’il est loisible 
de faire subir à y pour donner à y la forme 


Got + bol +... + Kot 
1 IH DE, +1 


par exemple. Il faut déterminer les coefficients a,, by, ..., a,, b,,.. 
et M, N, P de façon qu'en remplaçant y et ¢ dans l'équation 


y= My?+ Ny+P, 


celle-ci se transforme en |’équation (1°). Si la chose est possible, elle 
n’est possible que d’une seule manière. 

Remarquons que l'équation (1°) n’est pas pleinement déterminée. 
On peut effectuer sur £ une substitution homographique 


__ ati+f 
ou li + B, 
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Cette substitution, jointe au changement de variable 2 — o(a,), est 
la plus générale qui conserve à l'équation (1) sa forme, et aux inté- 
grales y leur nombre de valeurs se permutant autour des points cri- 
tiques mobiles. 

Plus généralement, étant donnée une équation (1) quelconque, on 
se servira de la transformation birationnelle 


y=L8, u, (x)], 
y=, u, (æ)], 


avec 
Lily, 7e (2), 0 
u=ly, y’, (æ)], 


pour ramener l'équation (1) à la forme la plus simple possible. Par 
exemple, si l'équation (1) est de l’espèce hyperelliptique, on com- 
mence par la ramener à la forme 


(1") yi=hLy, (e)1+ kLy, (@)VRLy, (@)]5 


la transformation homographique 


= bh aa a 
Ya + By 


jointe au changement de variable x = (x, ), n’altere pas la forme de 
l'équation (1), et c’est encore dans ce cas la transformation la plus 
générale qui jouisse de cette propriété. 

Il nous reste à examiner le cas où & serait égal à 1. On peut em- 
ployer une méthode calquée sur la méthode générale du § 4, et qui 
ne donne pas ici de calculs très compliqués. 

On part de la relation (7), etl’on pou que 


Gy, 7; I 


QU By) = pr 


G étant de degré 27 en y. 

On obtient ainsi 27 relations qui donnent aisément, pour une valeur 
déterminée den, une limite supérieure du degré auquel y figure dans 
l’équation (7). 

Cette équation (7) dépend, comme nous l’avons dit dans le premier 
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vv 


Chapitre, d’une fonction a(x) arbitraire. On peut à y substituer y, 
qui lui correspond par la formule 


5 a NE or Sen 


2 42 9,2 
1— Aa}; 


Disposons de cette fonction a de façon à imposer aux coefficients de 
l’équation (7) une condition qui la caractérise. La méthode est alors 
la méme que plus haut; il faut déterminer les coefficients arbitraires 
de(7) et N de façon que l’intégrale de (r) soit définie par (7), quand y 
satisfait  l’équation 

oF NT ne 2)(1 — hy? 

a. de À Y)- 

Au lieu de se servir de l’équation (7), on pouvait employer l’équa- 
tion (8). On se débarrasse de la fonction arbitraire a (a) de la même 
manière, et l’on cherche à déterminer N et les coefficients de l’équa- 
tion (8) dont le degré en y et y est connu de façon que (8) définisse 
l'intégrale de (1). Quand les relations ainsi obtenues sont compatibles, 
l'équation (1) se trouve ramenée algébriquement à une quadrature. 
On pourra tenir compte de ce fait que la courbe (8) correspond à (1) 
par une transformation rationnelle du second ordre; si p’ désigne son 
genre, ona 


P=i+ 


PI 
2 

2 
et ses p’ intégrales abéliennes de première espèce se transforment 
en p’ intégrales de la courbe (1). 

Mais une méthode au moins aussi simple est la suivante : puisque & 
est égal a 1, l’intégrale de (1) satisfait, comme on sait, à une relation 
de la forme 


if Re = dJ{y,7", (x)], 
a désignant une constante, J une intégrale abétienne de première es- 
pèce attachée à la courbe (1). Nous sommes conduits ainsi à recon- 
naître si une intégrale abélienne de première espèce de (1) se ramène 
aux intégrales elliptiques par une transformation d'ordre x, problème 
classique, qu’on sait résoudre algébriquement de bien des facons. Une 


RO NC QUE ee 
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fois calculées, les intégrales J qui jouissent de cette propriété, on vé- 
rifie si l’une de ces intégrales satisfait à la condition 


dJ(y,y',z) _ 
PORTE du. 


quand on remplace y’ par sa valeur tirée de (1), et, s’il en est ainsi, 
l'équation s'intègre par une quadrature. 

Voici donc, pour des valeurs quelconques de a, des méthodes de 
recherche de l’intégrale générale de (1) qui ne mèneront pas à des 
calculs rebutants. 


3. D’après ce qui précède, on voit que, pour une équation (1) de 
degré donné en y et y’, le nombre n des valeurs de y qui se permutent 
autour des points critiques mobiles ne peut dépasser une certaine 
limite, sans que le genre & de la relation entre les constantes intégrales 
soit égal à o ou à 1. Pour & =o et & —1, zn peut être aussi grand 
que l’on veut; les méthodes employées ne fournissent aucun moyen de 
lui assigner, d’après l'équation donnée, une limite supérieure. C’est 
la d’ailleurs une difficulté analogue à celle qui se rencontre dans des 
questions beaucoup plus restreintes (par exemple dans le problème de 
la réduction des intégrales abéliennes aux intégrales logarithmiques ou 
elliptiques), et cette difficulté n’a pas été surmontée jusqu'ici, même 
dans ces cas particuliers. 

Quant aux points critiques fixes, nous n’en avons rien dit jusqu'ici. 
On peut se proposer de reconnaître si l'intégrale y ne prend qu’un 
nombre limité de valeurs autour de ces points fixes. Trois cas sont à 
distinguer, suivant que l’on a 


D —0, CRIE D > 1. 


Supposons qu'on ait reconnu que l'intégrale prend 7 valeurs seule- 
ment autour des points critiques mobiles, et qu’on veuille l’étudier en 
tenant compte des points critiques fixes. Si & est plus grand que 1, 
l'intégrale est donnée algébriquement en fonction des coefficients 
de (1) : la question est résolue. 

Si o = 1, il suffit d'étudier la fonction 


r(x) = Za;:(x)R;[ Yo Yo» (2), (æ)]. 
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Elle vérifie une équation de genre 1, a points critiques fixes, qu on 


ramène à la suivante 


PEN) VO 0 FP). 


Pour que ¢(a) ne prenne que y valeurs autour des points critiques 
(fixes), il faut que, N(#) n’admettant qu'un nombre fini de détermi- 
nations, l'intégrale 

fN(æ) dx 
n'ait au plus que deux périodes «, B, liées aux périodes w et w' de 


l'intégrale par les relations 


Va—e)(iÆe) 
_ma+m 15 


GE 
Mo 


r '"R 
_mat+rmip. 


DE > 


Mes 


m,m,,m', m',m, sont des entiers. 

Enfin, quand & = o, l’équation en r, r’ se ramène à une équation de 
Riceati, par suite à une équation linéaire du second ordre. 

Les conclusions de M. Poincaré, relatives aux équations du premier 
ordre dont l’intégrale générale est uniforme ou a ses points critiques 
fixes, subsistent done pour des équations dont l'intégrale générale 
n’admet que x valeurs dans le plan ou autour des points critiques 
mobiles. L'intégrale, dans ces différents cas, est liée algébriquement 
aux coefficients de l'équation, ou en dépend par une quadrature, ou se 
ramène enfin aux transcendantes qu'introduisent les équations li- 
néaires. 

Les équations d'ordre supérieur les plus simples peuvent, au con- 
traire, admettre pour intégrale générale des transcendantes uniformes 
(ou à x valeurs) essentiellement nouvelles. Les conclusions précédentes 
s'appliquent seulement aux équations dont l'intégrale y dépend algé- 
briquement des yo, y,, .... Soit, dans cette hypothèse particulière, 
FLY; Yor Yor +, (x)] — 0 la relation algébrique irréductible qui dé- 
finit l'intégrale. On ne sait plus déterminer une limite du degré de F 
en Vos Jo +++» La méthode d'intégration développée dans ce Chapitre 
ne s'étend donc pas aux équations d'ordre supérieur. 
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INTRODUCTION. 


1. La théorie des dviseurs élémentaires est due entièrement à 
M. Weierstrass : nous la reproduisons dans ce Travail; mais, de plus, 
nous éclaircissons, nous l’espérons du moins, la théorie des formes 
bilinéaires, qui est intimement liée à celle des diviseurs élémentaires, 
en faisant usage de la méthode employée par M. Darboux dans la théo- 
rie des formes quadratiques. Enfin nous appliquons les théories précé- 
dentes à l’étude des équations différentielles linéaires. 

Les Mémoires essentiels à consulter et dont nous nous sommes 
servi sont : 

1° Zur theorie der bilineüren und quadratischen Formen, par 
M. Weierstrass (Monatsberichte, 1868); 

2° Mémoire sur la théorie algébrique des formes quadratiques, par 
M. G. Darboux (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1874). 

M. Horn a fait usage de la théorie des diviseurs élémentaires dans 
ses beaux Travaux | Mémoire sur les équations linéaires aux dérivées par- 
tielles (Acta mathematica, 1888); et Thèse, Université de Fribourg, 


1890 |. 
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2. Représentons par [P], [Q] et [P, Q] les déterminants 


‘Aa a ean Bat TM PAu<+9Bu .--- P Ain + 9 Bin 


Sete ses e de 


, eee Ret . , 


Ant “ave A Bi ; ous Baa pAm + qBu CNE a PAnat {Ban 


Le déterminant [P, Q] est une fonction entière et homogène du de- 
gré nen p et q, et, sauf le cas où tous les coefficients des puissances 
de p et q seraient nuls, c’est un produit de 7 facteurs linéaires et ho- 
mogènes en p et g, de la forme ap + bg, et distincts ou non. 

M. Weierstrass a donné le nom de diviseurs élémentaires du détermi- 
nant [P, Q] (Elementarteiler) aux éléments qui résultent d’un certain 
groupement que nous allons exposer, lorsque l’on considère les divi- 
seurs ap + bq du déterminant [P, Q]. 


3. Soit ap + bg un quelconque des diviseurs linéaires de [P,Q]. Nous 
opposerons cette expression à celle de diviseur élémentaire de [P, Q], 
chacune des deux sortes de diviseurs correspondant à une décomposi- 
tion spéciale du déterminant [P, Q]. 

Les mineurs des différents ordres du déterminant [P, Q] sont, 
comme [P, Q]lui-méme, des fonctions entières et homogènes en p et q. 
Soit 4, l’exposant du diviseur linéaire ap + bg, qui entre dans le plus 
grand commun diviseur de tous les mineurs d’ordre &. Ces mineurs 
sont du degré n — wen pet g. Soit /, l’exposant du même diviseur li- 
néaire ap + bq dans [P, Q]. 

D'abord les nombres 4), /,, /,, ... ne peuvent aller qu’en décrois- 
sant; car tout déterminant de degré n — & +1 peut être considéré 
comme une somme de termes dont chacun, abstraction faite du signe, 
est le produit d’un déterminant de degré x — & par un élément de [P, Q]. 
Donc, tout diviseur commun des déterminants de degré n — & doit 
être aussi un diviseur des déterminants de degré n — & +1, et, par 
suite aussi, de tous les déterminants de degrés supérieurs An —& +1. 
En conséquence, si l’un des nombres J), /,, L, ... est nul, tous les sui- 
vants sont nuls. 


‘ ,* 
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Ensuite, si l’on considère un mineur de degré n — 5 +1, ses déri- 
vées partielles du premier ordre par rapport à p et Ag peuvent être 
considérées comme des sommes de termes dont chacun est le produit 
d’un déterminant de degré n — & par un terme de [P] ou de [Q]. Si 
donc les mineurs de degré n — & admettent le diviseur linéaire 
ap + bq au degré /,, le mineur de degré n—ow+1 et ses dérivées 
partielles admettent en commun ce diviseur linéaire au même degré Z.. 
Tl faut alors que le mineur de degré n — & +1 soit divisible par 
(ap + bg}=+". 

Soit /, le dernier exposant /qui ne soit pas nul, on aura les inéga- 
lités 

ioc ie icc ey 
Posons alors 


l,—1,= 6, Ë LL — l,—= Cty .. = es i= Er; 


nous aurons 
Co tet... + ep +er— hy 


et, par suite, 
(ap + bq)'o= (ap + bq )%(ap + bq)*...(ap + bq) (ap + 6q)°". 


Soient 
apt bq, asp + b2q, CRE) Amp + Om 


les diviseurs linéaires distincts du déterminant [P, Q]. 

Soient /', 7, ..., 7” leurs exposants. Décomposons ces nombres en 
éléments e d’après les règles précédentes, de sorte que l’on ait, par 
exemple, Lah oo 

Hel + ei +, A Het 1,2, ...,m). 


Le déterminant PQ pourra être représenté par le produit 
Lee ci big) (t= 1,2»... m3] =0, Ty... ri). 


Chacun des facteurs de ce produit est un diviseur élémentaire du déter- 
minant [P, Q]. On voit que chaque diviseur élémentaire est éssen- 
tiellement caractérisé par le rapport de deux coefficients a et b et par 
un exposant e. 
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4. Dans les théories que nous étudierons, chaque diviseur élémen- 
taire jouera un rôle indépendant. Nous pourrons représenter tous les 
diviseurs élémentaires dans un ordre quelconque par la notation 


(ap + bg), (dap + b2q)% ..., (app + boqYe. 


Mais les indices 1, 2, ..., p n’indiqueront plus que Jes diviseurs li- 
néaires a,p+b,q, asp + b,b, ..., ap + b,gq soient nécessairement 
distincts. Plusieurs pourront être égaux entre eux. On aura de plus 


Citer... +ep—h, 


et le nombre p sera égal ou supérieur au nombre des diviseurs linéaires 
distincts. 

Soit (ap + bg) un diviseur élémentaire de [P,Q]; ce diviseur sera 
dit simple ou multiple, suivant que son exposant e sera égal ou supé- 
rieur à l'unité. 

Supposons qu’un diviseur linéaire ap + bq fournisse les diviseurs 
élémentaires 


(ap + bq)*, (ap+ bq)", ..., (ap +bq})r, 


au nombre de r+1. Le déterminant [P, Q] sera divisible par 
(ap + bq)«*****, Tous les mineurs du premier ordre seront divi- 
sibles par (ap + 6q)**"**, .... Tous les mineurs de l’ordre r seront 
divisibles par (ap + bg )*. 

En particulier, si tous les diviseurs élémentaires sont simples, 
c’est-à-dire si l’on ae, =e, =...==e,=1, on voit que le déterminant 
[P, Q] sera divisible par (ap + bg) *'; ses mineurs du premier ordre 
seront divisibles par (ap + bg), ..., ses mineurs de l’ordre r seront 
divisibles par ap + bg. 

On voit par la qu'il est bien indispensable de distinguer la multipli- 
cité du diviseur ab + bg, considéré comme diviseur linéaire, de la 
multiplicité du même diviseur considéré comme diviseur élémentaire. 
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IF. 


5. Soient les deux formes bilinéaires 


= DENT 
DS 


aux mêmes 27 variables æ,, ..., Uys y,, ..., y,. Les déterminants de 
ces formes sont, par définition, les déterminants [P] et [Q]. 
Faisons les substitutions 
LES diz 
j 


n= Shu 
j 


aux déterminants H et K supposés tous deux différents de zéro. Les 
formes 
P(x; vs Pa | Vas oan re) et QO( 21, tery Ep [Vis sey Ya) 


ou, avec uné notation plus simple, les formes 


P(æly) .et Q(x|y) 
deviendront 
P'(z'| y) et Q'(x' [y*) 
Nous allons montrer que les déterminants des deux formes 


pP+qQ et pP'+4Q' 


admettent les mêmes diviseurs élémentaires. 


6. Supposons que l’on ne fasse d’abord que la première substitu- 


tion. Les formes 

P(x|y) et Q(z|y) 
deviendront 

P;(z'|r) et Qi(z'| y). 
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Pi 


Si ensuite on fait la seconde substitution, on obtiendra les formes 
P'(æ'|y") et Q'(x' y). 
Il suffit donc de démontrer que le déterminant dela forme 
pPi+qQ 
a les mêmes diviseurs élémentaires que le déterminant de la forme 


pP+qQ; 


car on passera, par le méme procédé de démonstration, des diviseurs 
élémentaires de la forme 


pPyt+ qQ, 
à ceux de la forme 
pP’+qQ’. 
Nous avons la relation immédiate 
LPO ere Qi SE 
Donc déjà les diviseurs linéaires distincts des deux déterminants 


[Pawn eb EP; 01] 


sont les mêmes. Il reste à faire voir qu'ils fournissent les mêmes divi- 

seurs élémentaires. Nous montrerons pour cela que, si un diviseur 

linéaire est facteur à un certain degré de multiplicité dans tous les 
: , 

mineurs d’un ordre donné de[P, Q], il est aussi facteur au même degré 

de multiplicité dans les mineurs de même ordre de [P,,Q,] et réci- 

proquement. | 
Représentons les mineurs de degré uv. des trois déterminants 


[P, Q], H, eat Q,] 
par 


>. > ' 
Myé, Nys, Myé, 


N Ex . . 
y et © désignant deux combinaisons quelconques des nombres 1 
= > 


ry 


2, +++)”, puis ua (4. Ona, d'après Cauchy, et en partant de la relation 
[P1,Q:]=[P,Q] x H, 

la relation 

myù = y + ee + Nye Mes 
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Le nombre c est celui des combinaisons indiquées, et est égal à 


n(n—1)...(n—p+1) 
2, Rah 1: 


Si tous les mineurs ms, admettent le même diviseur (ap + bq)‘, 
m,;admettra ce même diviseur pour toutes les valeurs qu’on peut 
donner à y et ad. 

Réciproquement, si tous les mineurs »,, admettent le même divi- 
seur (ap + bq)’, il en sera de même des expressions 


Nya MB +. + Nye Me 


Mais le déterminant Zn,,n::...n est une puissance de H('‘) et 
nest pas nul. Donc m;,, ..., ms, admettent séparément le diviseur 
(ab + bq)’, et pour toutes les valeurs qu’on peut donner à à. 

Enfin, si les mineurs d’un certain ordre de | P, Q] n’ont aucun divi- 
seur commun, il en sera de même des mineurs du même ordre de 
[P,,Q,], sans quoi l’on pourrait démontrer que les mineurs consi- 
dérés dans [P, Q] ont, contrairement à l’hypothèse, un diviseur com- 
mun. 

Il est donc prouvé que les diviseurs élémentaires du determinant |P, Q| 
ne sont pas altérés par la double substitution 


/ 2 2 af 
Lis «sey pl Psat B cs Bny Vi os Val ss Vay 


pourvu que les déterminants de cette double substitution ne soient pas 
nuls. 


7. La réciproque de cette proposition, qui fera l’objet de plusieurs 
parties de ce Mémoire, est une question très considérable. La pre- 
mière solution est de M. Weierstrass. L’une des autres solutions don- 
nées est de M. Darboux. Il est vrai que M. Darboux s’est contenté 
d'étudier les formes quadratiques, mais notre Maitre n’a laissé au 
lecteur que la peine d’étendre lui-même le procédé aux formes bi- 
linéaires. C’est ce que nous avons fait dans ce qui suit. 


(1) FRanckE, Journal de Crelle, Bd. 61. 
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La réciproque du théorème précédent s’énonce de la manière sui- 


vante : 


Soient deux couples de formes bilinéaires 


P(xly) et Q(x|r) 


el 
Pi (a | 9?) et 0eme. 


Si les deux déterminants [P,Q] et [P’, Q’| ont les mêmes diviseurs éle- 
mentaires, on peut determiner 2n°? constantes h et k telles que les substi- 


Ti — nu | 
i er 
) (ft, RÉ EN à) 


Vi DATE | 
J 


tutions 


changent P en P’ et QenQ’. 
II. 


8. Soit une forme bilinéaire aux 27 variables indépendantes x,,..., 
Tro Vas ces Vn 
LT 
P= DENTS 


Nous allons montrer qu'on peut d'une infinité de manière substituer 
aux variables a et y d’autres variables telles que dans la nouvelle 
forme on ait A,g=o pour «48. Ce calcul correspond à la réduction 
des formes quadratiques à des sommes de carrés. 


9. Appelons X,, X,, ..., X, les dérivées partielles de P par rapport 
À Lys Lay ses Ln et Y,, Y,,..., Y, les dérivées partielles de P par rap- 
port à Yi, Yo, +. Vye NOUS aurons 


Xe An Yi =. te Aug yn | 


: (er Pee ee Le 
Vp Aide. +A, \ 


Le déterminant formé par les n? coefficients A, et qui a l’une des 
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deux formes 
Ay ere A Au tte Ue) Ae 
ne DK As Ain CAN AT 


est appelé le déterminant ou l’invariant de la forme P. 
On remarquera la relation 


Li Xi1+. e ae By Ng Vis +. ee — P. 


10. Appelons B, le déterminant de la forme P et formons toutesles 
expressions que peut donner le déterminant B, bordé comme nous allons 
l'indiquer. Posons 


1 
ART AT NUL. Vu” 
By— AG A un us, 
ae 1 1 
pi gO 0 
pl PROS te CO 


Chaque bordure, la kïème par exemple, distinguée par l'indice supé- 
rieur #, est obtenue au moyen de 27 arbitraires formant deux groupes 
distincts, soient wi, ..., u* pour la bordure en colonne, et p*, ..., À 
pour la bordure en ligne. 

Développons By par la règle de Laplace en combinant les éléments 
des 0 dernières colonnes de toutes les manières possibles, de manière 
à former des mineurs de degré 9, et en multipliant ces mineurs par le 
mineur de degré z qui reste quand on a supprimé les 9 dernières co- 
lonnes et les 0 lignes choisies. Les produits du degré 2 +0 que l’on 
obtient ainsi renferment des paramètres ¢ provenant de toutes les bor- 
dures et sont du degré n — 9 par rapport aux éléments du détermi- 
nant B,. 

Donc By est une fonction linéaire et homogène des mineurs d'ordre § de 
By, quelles que soient les valeurs attribuées aux arbitraires u et +. 


11. By est une forme bilinéaire, si l'on considère les 27 variables in- 
, 8 k 
dépendantes wi, ..., un, pi, ..., Of. 
72 
12. By peut étre considéré comme un contrevariant. En effet, formons 


: 
+ 


7 


l'expression 
kad 


* 


F=P(aly)+ © re i uk ,) + 5 gites 


k= ae} + 
qui renferme les 2x + 20 variables indépendantes 


Li ces Ce ema oOo wary UT Stork Ug, Pis 


et faisons les substitutions 


= a= Dhiye'y É on 
j 


; y= dur 


j 
aux déterminants H et K différents de zéro, et 


’ Tp meme 7 A 


pr Dre 


Convenons, en outre, de transformer les uw‘, ..., u* par la AE 
pan inverse de celle qu’on fait sur les +, et de transformer les p*, ..., 
o* par la substitution inverse de celle qu’on fait sur les y, de sorte que 


les expressions 
ul ay... tukay 

et S , 
ety +... + ok Va 


se reproduisent identiquement apres une transformation AUVISOqUE 
Soit B; la nouvelle expression By transformée, on aura 


- Bo=BoHK, 


car le déterminant de la substitution complete se réduit à HK. On voit 
donc que la fonction By joue le rôle de contrevariant.- 


13. Si l'on connaît le déterminant [P, Q], qu'on peut représenter 
par B,(p, 7), on voit que la fonction By(p, 7) sera entière et homo- 
gene en p et q, et, si les mineurs du degré n — 0 de B,(p, 7) sont di- 


visibles par (ap + bg), on voit que Bo(p, q) sera divisible par 
(ap + bg gs. 


Ed 
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Donc, pour qu un diviseur (ap + bq) soit commun à tous les mineurs 
d'ordre 0 de [P,Q], it faut et il suffit qu'il divise la fonction By(p, 7) 


correspondante. 


4 


14. On pourrait définir les diviseurs élémentaires de [P, Q] au 
moyen des déterminants By(p, g). Ces déterminants ont pour principal 
avantage de posséder un grand nombre de paramètres arbitraires. La 
méthode employée par M. Weierstrass dans l'étude des couples de 
formes bilinéaires présente des difficultés qui semblent précisément 
tenir au petit nombre d’arbitraires introduites dans les calculs. Nous 
préférons, dans l’étude de la même question, la méthode de M. Dar- 
boux, et nous en donnons ainsi la raison. 


ey ae ee ee a ere 


15. La deuxième forme By est 


1 
Au Aah uy 
— 
An Ane Un 
pi gi 5-6 


Si l’on retranche de la derniere colonne les autres multipliées par 
; Vas Vas «+++ Yn» puis ensuite que l’on retranche de la dernière ligne les 
. autres multipliées par æ,, æ:, ..., Z,, ona 


Ay rere Ain ui— X, 
7 ee oe ex 
Pie este Nn (Wy Dyes et ul atn)—(PL yat. Ob yn) + (di Mat... + Zn Xn) 


Si l’on remplace alors les arbitraires wu et v par les dérivées X et Y de 
la forme linéaire P, on aura 
B,=— B,P. 


Cette formule permet d’exprimer P en fonction de B, et de By. 
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16. La fonction Bo,, est liée à la fonction By par la relation simple 


OBs 
Boo = Daft ope DBs, 


OA; 
17. La dernière fonction By est 
u} ut Pt nena’ ture | : 
Bi (8) rs sen ee oon ee 
1 oii Peale cite AE ts 


car toutes les fonctions B,,, seraient identiquement nulles. 


18. Nous représenterons maintenant la fonction By par la notation 


Bu nus OS eee) 


ou par la notation 
B( wu; #9), 


où n’entrent que les éléments les plus indispensables. 
Avec cette notation, écrivons la formule 


B(u?-1, uÿ ; p0—1, pd) B(uÿ-1, u9+1: p0—1, p0+1) 
ES B(uÿ-1, uÿ+1, po—1, v9) B( ui, ue; p0—1, p9+1) 
= B(uÿ+1; p+) B( uo); 9-1 ); 


nous aurons un théoreme connu de la théorie générale des détermi- 
nants. Ce théorème sert de point de départ à la fois à M. Weierstrass 
et à M. Darboux dans leurs analyses des formes bilinéaires ou quadra- 
tiques. 

Introduisons encore dans nos raisonnements, avec M. Darboux, l’ex- 


pression 
Ro = B(ur-9, <a pr—0, 1); 


qui se tire de B, 9,, en remplaçant les éléments de la dernière bordure 
par les dérivées partielles de la forme P. 


Ona 
Keo; 


19. Cela posé, appliquons le théorème rappelé plus haut à l’expres- 


5 
4 
| 
4 
} 
1 
, 
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sion R,. Nous aurons 


B(u"—, pn-0) B(ur—8-1, X; pn—0—1,Y) as B(ur-*-1, X; on) B ( uno. pn—0—1, x) 
= B(ur-0-1 : PRIE) B(ur—#, X; pr—0, ¥); 


et, Si nous posons 
B(u»-9_1, X; 670) Us, 
B(u*-; pr—ÿ—1, Y) = Vo, 


nous aurons la formule 


Ro: B,-5— U5+1 Vous = Bn—6-1 Ro, 
ou, en changeant 4 en 0 — 1, 
Ro B,-0+1 — Us Vo = Bro Ro-1. 


Appliquons cette formule plusieurs fois de suite et ajoutons aux résul- 
tats obtenus une identité déja démontrée, et nous aurons 


F2 B,_1 — U,V, == R, Br-2; 
R, B, at U, Vin = Rey Bo, 
PB, — — he 


Nous tirerons de ces équations 


B,Br-1 Le B, me y B, By ‘ 


à condition que les dénominateurs ne soient pas nuls. 

Or Up et Visont respectivement des fonctions linéaires des X et des Y, 
et ne renferment respectivement que les variables y,, ..., ya OU Ly, +++) Lp. 
Les expressions Bp sont des constantes qui dépendent des valeurs don- 
nées aux arbitraires uw et y. Nous concluons de là qu'il y a une infinité 
de manières de ramener une forme bilinéaire P à la forme 


(o EL) 


DETTA 7 
(6 AE 


20. Pour que la proposition soit complete, il faut encore considérer 


Ann. de l’ Ec. Normale. 3° Série. Tome VII. — Ocrosre 1890. 38 


203 L. SAUVAGE. 


les cas où les By pourraient être nuls. Nous remarquerons d’abord que 
l'expression By ne peut être identiquement nulle que si tous les mineurs 
d’ordre 0 de B, sont nuls, et alors toutes les expressions précédentes B,, 
B,,..., Bo, sont aussi nulles identiquement. | 

En effet, on peut toujours disposer des arbitraires de manière que Bp 
se réduise à l’un quelconque des mineurs de B,. Il suffit de donner 
à ces arbitraires les valeurs — 1,0, + 1 convenablement distribuées. 
Si alors By est nul identiquement, le mineur désigné sera nul avec lui. 
La réciproque est évidente. 


21. St By n'est pas nul, on peut prendre les nouvelles arbitraires qui 
entrent dans Bs,, de manière que By,, ne soit pas nul identiquement. En 


effet, on a 
el 0B; 
B =— DP ufts ote — 
0+1 L Jj OA;; 
Si Bo,, était nul identiquement, on pourrait donner aux nouvelles 
arbitraires les valeurs — 1,0, +1, de telle sorte que Bo,, se réduise a 
0B5 
0A;; 
Bo, qui est une fonction homogène des A;;, serait nul, ce qui est con- 
traire à l'hypothèse. 


» C'est-à-dire que tous ces mineurs de Bg seraient nuls, ou encore 


22. Cela posé, considérons le cas où By, B,, ..., B5_, étant nuls, Bo, 
Bs,,, ..., B, Seraient, au contraire, différents de zéro. Tous les cas 
pourront se ramener à celui-là d’après les propositions que nous ve- 
nons d'établir. Nous aurons alors 


R,~0 A! U6 Va-0 Te de U,V, 2 
Bg Bo Bo_, ; B, | RÉ 
mails On à 
Aa eae Aa 1 se 4 ud xe 
Dati pine QUI. JUIN 
Rois PET, pt OF Oe 200 
v) # oo 
Y; ea dio 1% Oa 


3 
5 


x 


- Fy né ‘cé de 


ie i 


PV TO IT O7 


{ 
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En retranchant de la dernière colonne les premières multipliées par 
Vas Yoo +. Yn et de la dernière ligne les premières multipliées par a,, 
Los +, Lys NOUS aurons 


Nip AR ee CU ME Oo 
Ant Ache Un wu, 0 
Reese hye m0 10 (ne © V1 
8 A) i 
ee AP ep Ot hrs.) OS, FV" 
Gee ee Ale CRT se D 


Les U* et les V‘ disparaissent dans le développement, car leurs 
coefficients sont des fonctions linéaires des mineurs d’ordre 0 — 1 
de B,. On aura donc 


R,-06 = PBo 
et, par suite, 
P RE U,,-0 Vn—6 2 rs U,V, : 
= Bo Boy far? B, B,-1 


Cette forme ne dépend plus que de n — 0 variables arbitraires indé- 
pendantes. 


23. Il y a au moins n —0 variables æ,, x, ..., x,, et au moins 
n— 9 variables y,, ¥2, ..., y, indépendantes. Car, si l’on pouvait 
avoir n — 0 — 1 variables nouvelles a’ et n — 0 — 1 variables y’ seule- 
ment qui soient indépendantes, on pourrait exprimer les x au moyen 
des n — 0 —1 variables +’ et de 0 +1 variables nouvelles 2” quel- 
conques, et les y au moyen des rn — 0 — r variables y’ etde 0 + 1 va- 
riables nouvelles y” quelconques. Par suite, les coefficients des 
termes où paraîtraient les variables +” et y” devraient disparaitre dans 
la forme et dans son déterminant B;. Mais alors, dans B,, il y aurait 
§ +1 lignes et 0 + r colonnes dont les éléments seraient nuls. Tous 
les mineurs d’ordre 4 seraient donc nuls, ce qui est contraire à l’hy- 
pothèse faite sur Bo. 


94. En résumé, si l’on choisit les arbitraires u et ¢ de telle sorte 
que B,, B,, ..., Bo, étant identiquement nuls, aucun des autres B 
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ne soit nul, on pourra ramener P à la forme 


a=n 

P= Airey 
a=n—O 

et il sera impossible de trouver une forme équivalente a P et renfer- 

mant moins de variables indépendantes que celle-la. Cette forme P’ 

renfermant des arbitraires peut être obtenue à la suite d’une infinité 

de calculs différents. 


IV. 


25. Soient maintenant deux formes bilinéaires aux mêmes variables 
indépendantes 


f= > AaB La YB» 
9= D bag Lay 8 - 


Supposons que le déterminant de la forme f ne soit pas nul, et consi- 


dérons !a forme 
F=f + 9, 


qui contient une indéterminée s. 
Le déterminant de F étant 


AyyS + by hile ins + Vin 


et les dérivées partielles de F étant représentées par X,, X,,...,X,, 
Yi, Y:,..., Y,, nous avons, d’après une formule établie plus haut, 


— B,(X, Y) 


By(s) Gr Pi 


F= fs + 9 = 

26. Considérons, pour un moment, les X et les Y comme des arbi- 
traires, nous voyons que F sera une fraction rationnelle en s, nulle 
pour s infini, et, par suite, développable en une somme de n fractions 
simples. Opérons la décomposition par la règle de Lagrange, qui con- 


CNT er 


4 = 
¥ 
4 
| 
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siste a chercher, pour uneracine s; de B,(s), le coefficient de + dans le 
o 


développement de Bia?) 
Sn iia 


Nous aurons, pour la valeur arbitraire s;+ o des, 


Fr UV is _ UV, 
ob, Dm) B,B, 


Considérons à part un terme quelconque du développement à faire, 


soit 
ee Ü, 6: Ve ; 
(s —s;— co) Bo Bo_, 


On a d’abord 


SD >. ins FO. Uh wee CNET X, 
SPREE : tee een tee eee ee 
Dai Seay te Ogg TW Oe eer see Le 
Di But X; elias 1 é 
pi ra pl CHR 0 0 
pô ont pl OMR 0 te) 


Retranchons de la dernière colonne les n premieres multipliées par 
Vines Lee Veet remplacons X par 


Cette dernière colonne, écrite horizontalement et en observant que s 
doit être remplacé par s;+ © dans U,_9,,, deviendra 


of ARR 
Sein oer .. CE Ta ra U!, U?, UD: 

En développant le déterminant par rapport aux éléments de cette co- 
lonne, on aura Ù 
U,-941= (s —s;— 0) M; +M.. 
Les coefficients U', ..., U® sont des fonctions linéaires des mineurs 
d'ordre 0 —1 de B,, et M, est égal à U,,,,, quand on a remplacé 
iN ate XX Dar 


0 à 
(sia) ge ..) Gr) 
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ll résulte de là que M, est divisible par la même puissance de 5 que 
B,, et que M, est divisible par la même puissance de o que By_,. 
Soient 4, et &., les exposants de o dans Boy et By_,. On sait que l’on 
ak >. Posons &_,—4=e_,, ou, pour simplifier un moment 
l'écriture, posons simplement 


lo: — b= és 


On voit que e est l’exposant d’un diviseur élémentaire correspondant 
au diviseur linéairé s — s;de B,(s). 
On pourra donc écrire 


U, 941 (s — s;— 7) 0M) + cM, 


et M et M, ne seront plus divisibles par 6. 
On aura, en outre, 
Bo =o% Ba, 


Bo-1= By, 
et By et By_, seront deux quantités ne renfermant plus ¢ en facteur. 
Cela posé, l’expression 


Un 041 Va-0+1 
(s—s;— ¢) Bo Bo_, 


devient 
(s— s;— o)s*M; N° 
en appelant N° la quantité analogue à M° provenant du calcul de 
Vo, et en négligeant d'écrire les termes qui ne donnent pas de 
puissances négatives en oc. 
On peut encore écrire 


s—s;—a M; Ni 
VB Bo_, VBjBo_, 


Or M, renferme linéairement y,, y:, ..., y, et N° renferme linéaire- 
ment #,, @, ..., &,. I en sera de même des coefficients de leurs déve- 


a 


Pn fé, 
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loppements par rapport à o. Soient 


M’ Ra 
ae FAC + 2 o7-++..., 
V By Bo_, ; 

N, : 
SS SN FMT +N —+..., 
VB5B6 à 


: I 
_ Le coefficient de = que nous cherchons sera 


= (8 — $:) (Est... + Ee1) + Ease ve tieens Nos 
Nous poserons, pour simplifier 
bo Mesa rie anf besa Ng Se (En )e- 
Nous voyons ainsi que les termes successifs du développement de 


F(s;+ ¢) 
SES ane D 


nous donneront 


as (se S:)(En)e, + CNE 21 
as (s— 83) (En }e, + (En arr 


Pour une autre racine s, de B,(s) nous aurions 


5 (s us s;)(ën Je, + (En Jetty 


Das s— 55) (EN )er + (En Jer 17 


a Sn see esa e nee 0.9 ete © © 9 Le 


Au lieu de réunir tous ces résultats en considérant les diviseurs 
linéaires s —s;, s —s;, ..., considérons les diviseurs élémentaires 
(s — s,)", (s—5,)",...,(s—5s,)*, etilimporte peu que les diviseurs 
linéaires correspondants soient distincts ou non, nous aurons, en ajou- 
tant tous les résultats obtenus, 

i= 
F=fs+9=— > (5—5)(En)— (Ene 1. 


= 


On voit donc que chaque diviseur élémentaire fournit son terme dans 
le développement de K. C’est en cela que consiste l'indépendance des 
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rôles de ces diviseurs élémentaires dans le calcul que nous venons de 
faire. 
De la formule précédente, on tire 


| f= D (En 
= pe si(En e+ > (En Je,—1- 


Il faut remarquer que l’on doit poser 


(1) 


(nina «Speur jen sea. 


27. Les formules (1) ont été données par M. Weierstrass. Pour 
revenir aux diviseurs élémentaires tels que nous les avons définis dans 
les paragraphes précédents, nous allons transformer ces formules en 
d’autres non moins remarquables. 

Soient g, A, g’, h’ quatre nombres, entiers si l’on veut, tels que le 
déterminant gh’— Ag’ soit égal à l’unité, et posons 


f=—(gP +hQ), 
D g'P+h'Q, 
F=—(fs+o9)=[(gP +AQ)s— (3 P + x'Q)]. 


Nous en tirerons 


F = (gs — g')P + (hs —h')Q=pP+qQ, 
en posant 
85 — & =P» 
hs—h'=q. 
Nous aurons alors 


ap + bg = (ag + bh)s — (ag' + bh). 


Supposons que ap + bg soit un diviseur du déterminant [P, Q] et 
remplacons a et 6 par des valeurs proportionnelles, de sorte que l’on 
ait 

ag+bh=1. 
En outre, posons 

ag'+ bh'=s), 
nous aurons 

ap + bq=s—s3;. 
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Il résulte de là que les diviseurs élémentaires du déterminant de la 
forme F = pP + gQ correspondront aux diviseurs élémentaires de la 
forme F = — (fs + 9). Si l’on résout alors le système d'équations 


ag + bh —:1, 
ag + 6h'=s,, 


on aura, en introduisant un indice pour a et b, 


y 


b CRE LI hse 
bi—g'+ 85). 
Enfin les équations 
gP+AQ —— f, 
giP+h'Q=o 


donneront 
P—— f= h Me => (a ai hs:)(En)e; ig po Si (En }e; — a, (En )e; = 1» 
Q= s'f+se=y (bi— ss) (Ent o> silent 8 >, Ene — 


ou enfin 


= Lai(En)e — A(En)e 1] | 


(2) } 
| O=», Len) (En). 1] | 


28. On voit donc que, sz P et Q sont deux formes bilinéaires telles que le 
déterminant |P,Q| ne soit pas identiquement nul, si g et h sont deux 
constantes quelconques, telles que le déterminant de la forme gP + hQ ne 
sou pas nul, et enfin si (a;p + 6;q)% est un diviseur élémentaire quel- 
conque du déterminant |P,Q], on pourra poser les formules (2). Ce 
sont exactement, à la notation près, les formules que M. Weierstrass a 
données. 


29. Le coefficient de s” dans [P,Q] est la valeur de [P,Q] pour 
p=gq=h; nous le représenterons par (g,/) et nous aurons 


[P, Q1=(g D TT oe += (8 MTT = 50 
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sah | SAUVAGE. à" ET Wises 
à à pondent dans pu un n nombrg ¢ e 


multipliés pa 
Done à un posa 
même 2e;—1 termes fate Q, peed on aon a p et à Ol 
qu’on pourrait appeler canoniques. Silon a &=1, le pu de 
termes de P se réduira à l’unité, et il en sera de même dane 0 ; 
Si tous les nombres es se réduisent à l'unité, on aura le cas le plus 
simple des formules Oe sous la forme 


£ : =) diéini 


s Ta 
sit CE CIN in NN * 


Q “a biérni 


31. Dans tous les cas, on pourra un peu sMplifier les formules (2) 
en posant 


Bo; ato, go, h'=1,  si[P] nest pas nul, 
+ : geo, k=, Mer hia a: si [Q] n’est pas nul. 


. 
"3. Les expressions £ sont des fonctions linéaires et homogènes de 
Vis Vos +++ Ynys et les expressions n sont des fonctions linéaires et ho- 
| mogènes de æ,,æ,, ..., æ,. Nous allons montrer qu’on peut récipro- 
2 quement exprimer x,,..., x, en fonctions linéaires et homogènes des 
is et ys, ++, ¥, en semblables fonctions des £. En effet, considérons 
la premiere des équations (1) 


| Fe Die 
E 


ou encore 
a — 
gP+hQ= ù (én )a,- 


Nous en tirons 


ae . d(gP +hQ) | 


dey = Ny 
) (p+v—=e—:1), 
J(&P+AQ) _ ol 


i Pay ; Ony L > 


D errr ; 
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à À ml : > Ke . =. 
| conséquent le déterminant de la forme Ÿ (En). est égal à 


et n’est pas nul. Appelons ce déterminant 8. Si l'on fait le change- 
ment de variables qui change les £ en y, et les n en x, le déterminant À 
à sera multiplié par les deux déterminants de substitutions, que nous ; ; 
appellerons à, et 6,. Mais, quand les variables sont a, y, le détermi- 
nant de» (En). ou re + ÀQ est (g,h) et est supposé différent de 
| aah 


zéro. On conclut alors de la relation . 
(2,2) = 0 dx Oy, 
~ ‘ - D 
que Ge et 0, ne peuvent étre nuls, et, par suite, qu’on peut exprimer | 
les x en net les y en &. } . 


d LE 
33.. En résumé, étant des deux formes bilinéaires P et Q, si le 


“déterminant de la forme pP + qQ a o diviseurs élémentaires 


(a,p+ 5g)", ..., (app + boq)*, 


: E 
4 + ay ax. > à - 
j __ et il importe peu que les binômes a, p + 6,q, ..., a, p+ bog sotent dis 
33 tincts ou non, on peut déterminer n fonctions linéaires et homogenes 

a = desty, soi 

ES. et a Sop A ee (RR ira lp) 

ca etn fonctions linéaires et homogènes des x, soit 

À a d + - « . | 

ne '. ee Tie net, Bars. 5 P))', 


= ae: 
_ celles que, pour des valeurs données des constantes g et h, et pour des va- 


a ew, | 
OO 
L 
= > ' 
ae F 1, 


leurs convenables des rapports 5 on pi i - pus f 
«i = » ‘ | ri À : L SA ine di “ 
, i : -~- ty 
. 3 Q =D [b:(En)a-+ g(En eh 
; : ‘ i ~ 


et, réciproquement, on pourra exprimer les x et les y au moyen des £ et 
. x . CC. 
des n de manière à reproduire les formes primitives. 


/ 


i a, . 1° . 

34. Soient maintenant deux couples de formes bilinéaires 
P(æly» Qely) 4 
et L : 
P'(2'| y'), (x! | y"), sarl x 

‘ (z'|y'), Q(2"|y¥') . #1 

et supposons que les deux déterminants [P,Q] et [P’,Q’] aient les 
mêmes diviseurs élémentaires. ae : 
Nous déterminerons, d’une part, » fonctions linéaires et homogènes 
de Vis Vars Va P | 

à esha ea CEA PE TA ‘ 


et n fonctions linéaires et homogènes de æ,,æ,,...,æ, | é 
wie; 108 is (i= tat... p), : | 
? . * ” . “ | 4 5 4 : ! 
et, d'autre part, » fonctions linéaires et homogènes de y,, y:, . Ye L 


pei ti 
S0? sey ej—1 0e 


! 
“ 


et x fonctions linéaires et homogènes de 2, a), ..., æ 
Tia’ sey nas 


telles que l’on puisse mettre P, Q, P’, Q’, en employant les mêmes va- 
leurs de g, h, a, b sous les formes ' 


P = D Lai(En)e— A (En)e il 


—Q= bi (En)a+ g(En)a-:] 
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et F 


P= SP Lai(En')e — h(E" Joya] 


Q'= D [6 (En')e + 8 (En). 


Il est évident que P et P’, Q et Q ne différeront que par la notation et 
se transformeront les unes dans les autres en posant 


ean Lies Ts 


Mais ces équations sont des relations entre v,, ...,æx,,æ!, ...,æ’ d'une 
part, ety, .…., Yns Vis +++) Y, d'autre part. On a vu qu’on peut les ré- 
soudre soit par rapport aux + et aux y, soit par rapport aux x’ et aux y’. 
En outre, les formes P, Q, P’, Q’, une fois qu’on a choisi g et A, ne dé- 
pendent que des diviseurs élémentaires de [P, Q] et [P, Q]. On a donc 
ce théorème définitif : 


Pour que deux formes bilinéaires P et Q se changent simultanément en 
deux autres formes P’ et Q' au moyen de substitutions convenables des x’ 
aux x et des y' aux y, il faut et il suffit que les déterminants des deux 


formes 
pP+pQ, pP'+a0Q' 


aient les mêmes diviseurs élémentaires. 
35. Dans le cas particulier où l’on a 
Aug = Agos Bag = Beau, Ax = ABas Bag = Boa, 


on pourra prendre pour Ë la même fonction des y que n fonction des x, 
et pour Ë la même fonction des y’ que y/ fonction des x’. Dans ce cas, 
les substitutions qui changent P en P’ et Q en Q’ auront les formes 


Li =D: hjjX;» 
Î 

yi => hij Yj. 
i 


36. Pour appliquer le théorème général précédent, il n’est pas né- 


_f's+9", on déterminera, pour chaque ordre 


Po Q’ ae diviseurs Arte Si l'on con 


grands communs diviseurs de ces mineurs. En ae acted scr 


ficient égal al’ unité, et en les appelant | 4 | x 


4 


ate Ro(s), Ri(s), R(s), | sey AT : 4 
Ne à a o(5), Ri(s), R,(s), CES ~ ; «4 


l'indice o correspondant au déterminant principal, et l'indice # au 
mineurs d’ordre #, il sera nécessaire et suffisant que l’on ait iden 
quement ‘ ‘ * 


Ry (s) = Ri(s) ken Spo PES © 


37. Dans notre analyse, nous avons laissé de côté le cas où l’on ne. 

pourrait pas trouver deux nombres g et À tels que la forme gP + AQ 
ait un déterminant différent de zéro. Il en résulterait que le détermi- 
nant de cette forme serait identiquement nul, quels que soient les 
nombres g ou A, ou encore que les coefficients du développement en p 
et q du déterminant [P, Q] seraient tous identiquement nuls. Ce cas 
ne se présentera jamais si l’un au moins des deux déterminants [P] ou 
[Q] n’est pas nul. Nous ne traiterons pas ce cas exceptionnel, pour le- 
quel on pourra consulter les Mémoires de MM. Darboux et Jordan 
(Journal de Mathématiques pures et appliquées ; 1874). 


Fr. 
ve 


38. Ktudions maintenant les remarquables formes 


Bo Slai(En Je — R(En)e;-1], 


Q= db) + g (Email 
* L 


obtenues précédemment, et supposons que l’on ait 


CAE LR ent, 
ga; + hb;=1 (émet. Fo) 


comme cel = ce ne ee | | 
4 ee ao Ayes (app + boq)%- : | a. of 


1 


Q:= bi(n)a-t g(En)e-v 


pPit a = (ap + big) (En) + (gg — hp) (En ei. 


+ Soient alors L,, Piette É oe a 
dearest un 1 ap + big = ui, £gq — hp =», : : “ae 
# ne u;et vs seront deux variables indépendantes avec p et g, puisque le dé- wer: Ss 
terminant ga;+ hb; n’est pasnul. Cogn nae Le 
ies Par suite, le déterminant de la forme pP;+ qQ; pourra s’écrire Mie eo iF 
QT = ¢ te ae | : 
a A 1200... euro ee Rx 
>. : RARE ERP RP Ve) 5 
i? = : AU dn OOD, 
HO ne 000 « 
Si nous cherchons de même le déterminant de la forme pP + gQ en 
a pesanth UE : À e | 
er | 
er 2 i 2 iy ap i i SO 
nous trouverons . | | : 


GO ACL, 


DOME EU 


~ 
pu 00 
pe 
u,0 00 
Pee Ol 00 , 
DO eae 10.0 
00 00 
À 
00 00 
L 4 |e 
1 
- ef 2 CA CAT 
/ 1 Ze rt 
Æ ae GE: 
aa 2 A ‘ d 
1 : A : Ce a ? 
D ne pe ! P 
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et nous en conclurons que l’on doit avoir 


[P,Q1= JT tP: Q1. 


Or on a évidemment [P;, Q;] = + u%, et u% sera le seul diviseur 
élémentaire de [P;, Q;]; car, si l’on retranche la dernière ligne et la 
dernière colonne de ce déterminant, on a un mineur du premier ordre 
égal à + pit, Mais ¢ est indépendant de u;, et ‘7! ne peut être divisé 
par u;. 

Si l’on a e;=1, u; est évidemment le seul diviseur élémentaire de 
[P;, Q;], qui se réduit dans ce cas particulier à [u;|. 

On aura ensuite - 


iP; A4 Es uUpus. - Un [] @e ais big)“; 


on en conclut que les diviseurs élémentaires de [P, Q]| ne peuvent être 
que les puissances des diviseurs linéaires a;p + b;q. Il reste à déter- 
miner leurs exposants. 


40. Cherchons les déterminants d’ordre & de [P, Q]. Chacun d’eux 
correspond à une suppression de aw lignes et de & colonnes dans le 
déterminant principal. Celui-ci peut être représenté schématiquement 
par la fig. 1 composée : 1° de carrés noirs ayant une diagonale com- 
mune avec le carré principal; 2° de carrés et de rectangles blancs 


(fig. 1). 


Les parties blanches correspondent à des éléments tous nuls du dé- 
erminant[P, Q] et les carrés noirs correspondent aux déterminants 


on 


eee Oe ae Cee ee 


AN fi 


a 


Pe yee 0. à ee Oe Hé de 


LL Lee à and: 


\Sèh 
a 


= x lg 4 
a4 € a 
Lu 
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PRÉ OT: Cela posé, si l’on supprime 5 lig gnes eto TU es deq P70} 
on aura un mineur que l’on pourra re enter schématiquement par 
la fig. 2, analogue à la précédente. | 


Mais, dans cette nouvelle figure, il pourra se présenter des rectan gles 
noms. Supposons que cette circonstance se produise, et, pour ned les 
idées, imaginons que la première partie noire soit un rectangle ren- 
fermant & lignes et & colonnes, et allongé dans le sens horizontal, 
e "est- a-dire que l’on a # > 4. j 

Dans un élément quelconque du déterminant représenté par la fig. 
entreront forcément un élément non nul de la premiere ligne, un ate 


ment non nul de la seconde ligne, ..., un élément non ee de la seme | 


ligne, et, a cause de la forme de la fig. 2, ces éléments devront appar- 
tenir à # des #’ premières colonnes. Mais il restera encore k’— & des 
premières colonnes dans chacune desquelles i] faudra prendre un élé- 
ment, et cet élément, devant être pris en dehors des & premieres lignes, 
appartiendra à une partie blanche de la fig. 2 et ne pourra être qu’un 
zéro. Nous en concluons que, dans le développement du mineur con- 
sidéré, tous les éléments sont nuls et, par suite, que ce mineur Que 
même est identiquement nul. 


WI. Nous sommes done autorisés à ne considérer que les mineurs 
de [P, Q] tels que, dans la fig. 2 correspondante, il n’y ait que des 
carrés noirs. Si nous représentons par [P;, Q;|”2 un mineur quelconque 
d’ordre m de [P;, Q;|, ou ce déterminant lui-même si m = 0, tous les 
mineurs non nuls de [P, Q] et d'ordre @ pourront être mis sous la 


forme | 
| LL er: a, 


- / 
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va È 


où l’on a 


L 


et il sativa; dans la suite, de considérer les mineurs de [P, Q] umes 
“aay 2% é peut mettre sous cette forme. L. 
Cela posé, soit ap + bq un quelconque des anne linéaires de 
2 [P, Q], et soient tirés des déterminants [P., Q; | . 
- ; (ap + bq), (ap+bq)%, ..., (ap+bg}r é é 
tous les diviseurs élémentaires correspondants. Nous supposerons que à. à 
les nombres e,, e,, ..., e, n’aillent pas en croissant. “ 
Si nous prenons m;= 1, pour les valeurs 0, 1, ..., r de l'indice z, et . 
| que nous prenions précisément le mineur de [P;, Q;] obtenu en sup- 
| ; primant la dernière ligne et la dernière colonne, le mineur de [P, Q| 
qu’on formera ainsi en supprimant dans [P,Q] au moins r +1 lignes 
et r + 1 colonnes ne pourra pas être divisé par ap + bg. Donc les mi- 
| . neurs de [P, Q] d'ordre égal ou supérieur à r + 1 n’admettent pas en 
AE commun le diviseur linéaire ap + bg et, par suite, il n’y a pas plus de 
sy | r +1 diviseurs élémentaires fournis par le diviseur linéaire ap + bq. 
oe  Cherchons maintenant l’exposant du diviseur ap + bg dans les mi- 
DU: neurs d'ordre ow, inférieur à r +1. Soit o le nombre total des déter- 
RSS minants [P;,Q;], on a 


am : 
oh: L | < PER SP SE er AT) ‘\ 


FRE À 4 : = . al: 
2 , _ Puisqu’il n’y a pas plus de & nombres m,, m,, ..., m, qui ne soient 
, pas nuls, il y en a au moins 9 — & ou encore . 


+ : (e —r—1)+(r—o+1) 

my" qui le sont. On pourra bien prendre nuls les 9 — 7 — 1 nombres m qui 
| ne cor espondent pas aux indices o, 1, ..., 77; mais, parmi ces der- 
| niers, il audra encore en prendre eau moins r — w + 1 qui soient nuls. 
i> ye Done, dans le produit 


+. : % : Il [P,, Q,]™, 


+ Peas . ‘ . . 
-apparaitront au moins r— & +1 des déterminants [P;,Q;] où z est - 
+. 


dt Ge al se duc bain init 
ET 


PR OT ee TTT eT CE Te 


+ OR AA 


« 
THEORIE DES DIVISEURS ELEMENTAIRES ET APPLICATIONS. 315 


égal à 0, 1, ..., 7. Par suite, chaque mineur de l’ordre & de [P,Q] 


sera divisible par une puissance de ap + bg dont l’exposant sera la 


somme de r— & + 1 des nombres Co, Es «++, € Cet exposant ne sera 
pas plus petit que la somme e, + ess, +...+e,. 

D’ailleurs, si on égale à l’unité les nombres m; auxquels correspon- 
dent les exposants e,, e,, ..., €—, et à zéro les autres nombres m,, on 
peut former un mineur de [P, Q | qui admette ap + bg comme diviseur 
exactement au degré e, + es, +-..+¢,, et qui soit d’ordre &. On en 
conelut que (ap + bq)***** est la plus haute puissance de ap + bg 
qui divise à la fois tous les mineurs d'ordre & de [P, Q]. 

Posons alors 


ep = Qj+...+egt--- +e), 
Co VO RS i ic Gud aden oss barons ; 
ls1—Coitlg= 4 Cat... + ery 
De RO. ~ AOC ees. à NT RIRES à CRE DUT 
. ba = Cra = — ens 
ou encore 
(o> —4, = eo, i,—h=e, oes Eole, le; 


los L, ..-, d, seront les plus hauts exposants des puissances de ap + bg 
respectivement dans le déterminant principal, dans ses mineurs du 
premier ordre, ..., dans ses mineurs de l’ordre r. Si l’on se reporte 


Se ae ; ; ; 
aux définitions posées au premier paragraphe, on voit que 


(ap + bq), ..., (ap bq)* 


sont les diviseurs élémentaires de [P, Q] qui correspondent au divi- 
seur linéaire ap + bq. 


42. Puisque les formes réduites de deux formes bilinéaires P et Q 
ne dépendent que des diviseurs élémentaires du déterminant [P, Q| 
et de deux constantes arbitraires g et A, on en conclut que, st l’on 


. fait une double substitution générale dans des formes réduites construites 


a priori, on obtiendra les formes bilineaires les plus générales correspon- 
dant aux diviseurs élémentaires que l'on a choisis. 


Cl 


* 


deviennent simplement = ‘ + , 
a" : P= Hse -. “+ GnGn Nn» ; : % % : 1 
M y Q = Em +. + On En tine x , Lans : ES 
.* | * 7 vw” 
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43. Dans le tis déterminant [P,Qlan diviseur sé 
plusieurs pouvant provenir de diviseurs linéaires égau x entr 
‘exposants BASS Seat Oe SORE ONS égaux à à formes 1 


Réciproquement, le déterminant de la forme 


ds. ak ‘4 


“ PP +40 pe ame 
admet les diviseurs élémentaires a,p+ 6,9, ---5 a, + bxg. Ul faut 
donc, pour que P et Q puissent prend les formes précédentes, que le 
déterminant [P, Q] possede n diviseurs élémentaires. Mais [P, Q ] ren- 
ferme chacun de ces diviseurs a la premiere puissance ; tous les ex- 


posants e sont égaux à lunilé, et, pour a diviseur linéaire de. ns D 


[P,Q], ona ag A. 
: ; d—h—=), © 7 
ie Lily ae 
i res 4 : 


En conséquence, un même diviseur linéaire du degré 4 de multipli- 


cité fournit /, diviseurs élémentaires dont les exposants e sont ges à 
l'unité, et ce diviseur linéaire est commun à tous les mineurs Aa 


A eel Be ed a 
On a donc ce théorème : 
\ » 
Pour que les formes P et Q puissent s’écrire 


, P > ajEiNi, Q a bE Nis 4 ; 


E; el n; étant respectivement des fonctions linéaires et homogènes des y et 

des x, ul faut et il suffit que tout diviseur de [P,Q] qui entre comme divi- + 
seur linéaire au degré 1, >> x soit en méme temps un diviseur commun de 
tous les mineurs de l'ordre 1, — 1 de [P, Q|. o 


5 
E 
4 
3 
4 
4 
x 
; 
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VI. 


44. Il ne s’agit pas maintenant de refaire la théorie des formes 
quadratiques, sur laquelle on peut consulter, en particulier, le Mé- 
moire publié par M. Darboux en 1874. Nous voulons seulement, en 
déduisant les principaux théoremes sur les formes quadratiques des 
raisonnements précédents, mettre en évidence le role des diviseurs 
élémentaires. " 


dé. 45. Soit la forme quadratique 


Dd Acari +2 Ÿ Avprane GS 12,10) 


dont le déterminant 
MATE MA 


A: SC Ann 
est symétrique. À cette forme quadratique MEN une forme bi- 
linéaire 


pa Aug 2a 8, 


admettant le même determinant. Appelons P la forme bilinéaire, et @ 
la forme quadratique, nous aurons 


» av 
P-2; 2 Oza” 


L'introduction de la forme P dans l’étude de & permet de démontrer 
facilement les théorèmes qui vont suivre. 


4G. Tuéorème I. — Sz la substitution 
Y 


transforme les deux formes quadratiques & et à en deux autres & et 2, 
et si le déterminant de cette substitution n'est pas nul, les déterminants 


a 


— LP TM 
OOD 


a” 


hy : 


CS 
be { 


i “ie i, CAE i 4" è 
318 | 4 “gis tie a ld ag 
des deux formes pê+g9 et FR) +g fret divi 


laires. 


* 


Si nous considérons les formes bilinéaires P, Oar, Q qui ant mémes — an. 
déterminants que les formes quadratiques proposées, c comme ces déter- 
minants sont symétriques, on passera de P à P’ et de Qa Q’ en rem- re 


_ plaçant les x Be les fonctions données des x’, et les y par les mêmes ‘0e 
fonctions des y’. Mais alors les déterminants [P,Q] et [P’, Q@'Jont 
les mêmes diviseurs élémentaires, et, comme ces déterminants sont ; oa 
aussi ceux des formes p£ + g9 et p® + q2’, le théorème est dé- : 
montré. 6 


a , 
47. Tuéorème Il. — En supposant que le déterminant [®, 2] de la 
forme quadratique p® + 49 ne s'annule pas pour toutes les valeurs de p 


et de q, et que 
(ap+q)%, ..., (aa+b,q}e 


soient ses diviseurs élémentaires, en appelant de plus g et h deux nombres 
qui nannulent pas g® + hQ, et en admettant que les constantes a et b sa- 
tisfassent aux conditions 


\ gai+ hbi=1 (t=, 2,..., e), 
on peut déterminer n fonctions 
MER ya ESR EUR 


linéaires et homogènes en x,, ..., æ, telles que l’on ait o 


® =P lal) — h(Bes) 


Q= DP Lo + g (Bert); 


avec la condition | 
(Éd: 0. pour «= r. 


En effet, à cause de la symétrie des déterminants des formes bili- 
néaires P et Q, les £ sont en y,, ..., Jr les mêmes fonctions que les 


jen a), ...,æ,. On a alors § = y pour ya = x,; mais alors P et Q de- 
viennent @ et 9. 


TS Var 


té ES de end de At) ee ee ee ee wy Oa — 


» \ Len à nee Ne 


\ 
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48. Tutorime II. — Ce théorème est réciproque du théorème I. 


St les formes ®, 9, &, 9' sont telles que les déterminants de p® + q9 et 
de p@ + q9% aient les mêmes diviseurs élémentaires (a;p + 6;q)%, on 
peut déterminer des constantes Nyy telles que la substitution 


. dé. “ = Nay XY, 
YA 


ramène ® a &' et 9 ag. 


En effet, déterminons les » fonctions 


ei 1E 
Co? sty ae 


LA 


des quantités x, ..., x, telles que l’on ait 


A1 


PES Lal! a MEE ed 


Of = Yb Eat g (EE emi] 


Ul 


et les n fonctions 

CE (as 

0 «+9 GCe;—1 
des quantités æ,, ..., æ,, telles que ® et 9 prennent des formes sem- 
blab lease posons 

. DER 

Nous savons qu'on peut résoudre les x équations tirées de là par rap- 
port aux æ,, ..., æ,. Nous formerons alors la substitution indiquée 
dans l’énoncé et qui change @ en & et 9 en Q’. 


49. Taéorème IV. — Ce théorème est réciproque du théorème II. 
Prenons les nombres e,, ..., e, et les constantes g, h, a;, 6; sous les 


conditions 
De n, 


gai+ hb;=1, 
et posons 


Pi ai ( FE ei— h(E ei) Qi bi (E+ g (EE emt 


fy 8), Pee | 
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Les variables étant les £, le déterminant ref, 1: eae pe “en 


diviseur élémentaire (a,p + big), et ce di viseur | sera Alaa | 
élémentaire de [®, 9]. 4 


Si l'on Ji alors pour les £ des fonctions debieraares indépendantes, 
linéaires des variables x,, ..., æ,, on aura les formes quadratiques @, 
les plus générales, re que le déterminant [®, 2| ait pour divi 


_ mentaires si 
(ap + big} ET ee \ % 
' * . 


‘ 


50. Tnéorème V. — Si le nombre des diviseurs élémentaires de |®, 2| est 
n, et, par suite, si chaque nombre e est égal a1, on aura, d’apres le théo- 
rème IT, ° 
; P—aei+...+ Agen s 
DE = Oakes 


dL. Tutorime VI. — Ce théorème est réciproque du précédent. 

Si @ et 2 se tirent des carrés de fonctions linéaires en x,, ...,x,, 
les nombres e doivent être égaux à 1, et, par suite, pour que & et 3 se 
ramènent par uneméme substitution Res à des sommes de carrés po- 
sutifs ou négatifs, il faut et il suffit que tout diviseur linéaire de [®, 2|, 
d'un ne l de muluplicité, soit aussi un diviseur commun des mineurs 


d'ordre l— 1 de|®, 2]. À LE 


52. Taéorème VII. — M. Weierstrass a montré directement dans les 
Monatsberichte de 1858 que la condition nécessaire pour l'application du 
théorème VI est toujours remplie quand les deux formes quadratiques ® 
el 2 sont à coefficients réels, et que l’on peut trouver une forme g® + ha 
qui ne puisse s annuler pour des valeurs réelles de x,, ...,x, qu'en éga- 
lant toutes ces variables à zéro. 


Voici la nouvelle démonstration de ce théoreme, que M. Weierstrass 
a tirée des théorèmes précédents. 
On peut écrire 
gsF+hQ >> (EE Jess 
bad i 


Supposons que g, h, gh soient des valeurs réelles arbitraires sa- 


: 44 a 


DS. 


\ ds 

dy FS 

a > BO he 
ds, LT S 


+ >. pe 
* : my 


r 


ae 2 OF J ve LE : 
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sant? a la condition gh — hg’ =1. Supposons encore que 1 
ha ne puisse s’annuler sans que toutes fs variables x 


D # +’ Sx a, 1,9; 
ent été égalées à zéro. aay fi a 


Pour une valeur déterminée de I’ indice z, le quotient = ad. être yi se 


An. ou imaginaire. Supposons-le d'abord réel. Alors a; et b; seront . : - 
deux quantités réelles, puisque l’on a à : ‘er 


Remarquons maintenant que, dans la formule ù 


a 


rae eae Mis 


- 
$ 


0 


”. 
x, 


M; | À 
Se À LE ,o + Ge. ù 
TT ot bt Es . 
qui sert dans le § IV au calcul Wee 6, il ne s’introduit qu’une irration- 2e AA 
nelle. Nous la représenterons par ve, c étant le même pour tous les £, FSC 
quels que soient leurs indices inférieurs. Nous pouvons ie 


* & 

3 ai | À VO 10,0) + i’ a Bs 

et & sera une fonction linéaire à coefficients réels de a,,..., 2. Mais, , | 
dans les produits qui forment (£),,, le radical disparait et l'on a 


Ga £i(E'E’ ei, a 


en posant ¢, = 1. 
Supposons maintenant que le quotient ?! = sait une valeur imaginaire. 


: 
. Alors au diviseur élémentaire (a;p + bg) ide [®, 2] en correspondra $ à 

rés rar aa . , . N Te N - 

_ un autre (a;p + b;q ji conjugué du premier. Donnons alors à yc' et à eut 

* Ve des valeurs conjuguées, et posons 


à EH + yaks 4 
= Pine | 


les £’ et les &” seront des fonctions linéaires à coefficients réels de , 
MOT, , L,, et nous aurons 


# 


(EE )e + (EE es = 2 (EE Der 2 (EE Dei 


is A $ ba . | 
En conséquence, si, parmi les quotients mi il y en ac réels, et par 


Spee l’Éc. Normale. 3° Série. Tome VII. — Ocrosre 1891. At 
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7 : Fi . . , . p ro: a mbre 
suite 9 — ¢ imaginaires conjugués deux à deux, —— sera un no | 
entier, et g® + AQ prendra la forme 

gP+AQ—Ÿ (EE) (EESTI oe 


+2 (EE) — (EVEN). J (=c+ro+2, + o—*) 


et, aux valeurs réelles des variables initiales 2,, ..., 2, correspondront 
toujours des valeurs réelles des variables = et inversement, et les unes 
s’annuleront avec les autres. 

Maintenant, si l’on a e; >1 pour une des valeurs 1, 2, ..., ¢ de, 
on pourra annuler g® + 29 en égalant à zéro tous les £ et les ©, sauf &,. 


7: — 5 js x 
Si ¢ est l’un des nombres o+1,5+2, ...,o-+ 1, et si l’on a 
2 


e; >1,et méme si lon ae; =1, g@ +9 s’annulera encore en égalant 
a zéro les &, les £ et les £”, sauf £ et £ qu’on prendra égaux entre 
eux. 

Il résulte de là que, si parmi les formes g® + k9, il y en a une qui 
ne devienne nulle pour aucun système de valeurs réelles dex,, ..., æ,, 
ou, ce qui revient au même, pour aucun système de valeurs réelles 
des £, le déterminant [®, 2] aura nécessairement » diviseurs élémen- 
taires à coefficients réels. 

L’équation écrite plus haut doit donc se réduire à 


gP+hQ=> ek? (ft aa 


où & est écrit pour &. 

En outre, tous les nombres ¢; devront avoir la même valeur ¢, car, 
sans cela, g£-+ AQ pourrait s’annuler pour certaines valeurs réelles 
non nulles des €, ou encore des x. 

Enfin, à cause de l’équation 


g' g ils h'9 = > CALE 


Qe — :» ait}; 
N 9 
Q=e D bit 


on aura 


> mi 
Pot 
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avec ¢ = +1, les variables £ étant des fonctions linéaires et à coeffi- 
cients réels des variables æ,, ..., x, et les constantes a; et b, des 
nombres réels. 


VII. 


93. Considérons maintenant un système fondamental d’intégrales 
Vis ++ Yn L'une équation différentielle linéaire et homogène d’ordre n. 
Le système d’intégrales y, ..., y, déterminé par les équations 


(1) = Ca Nit... + Cnn (Peds 9,) 3, 1) 


sera aussi fondamental si le déterminant des constantes C est différent 
de zéro. 

Quand la variable fait le tour d’un point singulier, les nouvelles va- 
leurs Y des intégrales y sont déterminées par les équations 


(2) VS Ci Te Eat a G8 aa ia Roe 
ou le déterminant des constantes a est différent de zéro. De méme, les 


nouvelles valeurs Y’ des intégrales y’ sont déterminées par les équa- 
tions 


(3) Yi =n yee t+ inn CHER 2, STE 


où le déterminant des constantes a’ est différent de zéro. 


54. Cela posé, considérons les deux formes linéaires 


(P=riyit.. + onYn) 
Oe in ag a eG 


(4) 


On peut ramener P’ à P par la substitution (1) et par la substitution 


inverse qui ramène les x’ aux x. 
Considérons de méme les deux formes bilinéaires 


Q = LiYi+. Vo DA 
(5) Q'= ai Yi+...+ ae, 


et remarquons que l'on a 
(6) ve 070 PE 4 Ci, Yn; 


À Re dr 
PO EE “econo Ie le 0 a 
LU _ équations où les coefficie nts C sont les mêmes que dans le équa- 
ions (t). Donc le même calcul qui ramène P’ à P ramène aussi Q'à Q. 
Or, puisque les intégrales de l'équation (1 ) ont la propriété de satis 
faire aux équations (2) et (3), si l’on exprime Q et Q’ PÉRCOUSSS : 
r. au moyen des y et des y’,onaura ! 


= AijLiY js à 2 
TL æ « * * 


et les variables æetæ, y et y étant les mêmes que celles qui entrent , 


dans Pet P’, les y et les y’ étant liées dans les deux cas par les équa- 

near voit que les mêmes substitutions ramènent À à la fois les 

s P’ et Q’ aux deux formes Pet Q, et, par suite, que les deux 

“BE P,Q] et [P’, Q’] ont les mêmes diviseurs élémentaires. 
On peut encore dire que les déterminants des deux formes 

Q — wP, Q’—wP’ : 


a a es fe ial a . rer "= 
ont les mêmes diviseurs élémentaires. Ces déterminants sont 


di—® ... Ain M JE as 
RG = DENT RCE CE LE ; R'(w) = 
¢ > 


! 
FE : 1 ŒGni ses Ann — any AN CL 


CE" 


De là ce théorème : 
Les diviseurs élémentaires de R(w) ne dépendent pas du choix du sys- 
téme fondamental dintégrales d'où l'on est parti, et qui fournit les 


coefficients a quand la bareapld tourne autour d'un point singulier. 


55. En égalant à zéro le déterminant R(w), on a l’éguation fonda- 
mentale relative au point singulier considéré. Cette équation sert de 
base à la théorie de M. Fuchs pour l'étude des intégrales dans le do- : 
maine du point singulier. 


De oc | 56. Considérons maintenant les relations 

Yi SQ Vite + ain Vn (I= Bh 8.4 Gia) 
faa qui fournissent le déterminant R'(w). Composons un déterminant R(«) 
“ 4 2 t F 


Wad & 


= 
3 
4 
F 
, 


THEORIE DES DIVISEURS ELEMENTAIRES ET APPLICATIONS. 325 


ayant mémes diviseurs élémentaires que lui et de la forme 


G)4— 6) Le) 


I jai 10) 


L @3s-—@® 


Ce déterminant se ramène immédiatement à la forme du déterminant 
[P,Q] du § V, au moyen d'échanges faciles entre les lignes. A ce dé- 
terminant R(w) correspond un choix d’intégrales pour lequel on aura 


Yi — Wi 15 

Y2 = 012 si ANG 

SAG de NN MT oe ; 

ÉD Os Vote Re 
(3) Nes = Do Vk, +19 

Mr = DoVr,+2 + Vtt 


CCC 


Les diviseurs linéaires w, — ©, w, — w, ... ne sont pas nécessaire- 
ment distincts. 


57. Puisque R(w) et R’(w) ont les mêmes diviseurs élémentaires, 
on peut passer par des substitutions des équations (3) aux équations 
(8), c’est-à-dire que l’on peut, étant donné le système fondamental 
ad intesraicsy 2 ,, ~-.7),3 en tirerde SYSTÈME Yi Vas à ee > Vn qui, satis- 
faisant aux équations (8), se comporte plus simplement que le précédent 
dans le mouvement de la variable autour du point singulier considere. 

La loi définie par les équations (8) a été découverte par M. Fuchs. 
On en a donné plusieurs démonstrations. Celle que nous présentons 
ici nous paraît être la plus naturelle. 


grales qui a un même iris HE ,— o de R( 
Soit / le degré de multiplicité de ce diviseur considéré comme linéaire $ re : 
Supposons qu'il y ait r +1 diviseurs élémentaires | 


(o1—w)®, (,— @)*, cp (@1— )*, 


on aura 
Nu e+eat+...+er = 4 
oo Posons : 2 
at i A à ly =p, | 
; Le AC | n = 
i fey a byp—4 = Cp + Cry 
A hy \ aug" ©) O10: 818 à yO aOR ’ : 


pe a ; nat SS Cyta Cp ta oats Cos 
les nombres Z satisferont aux conditions 
A PC of) He LA 


et nous voyons qu'aucune condition n'est imposée aux nombres e. 
Appelons groupe de m intégrales l’ensemble des intégrales y,, 
Vas ces Ym Qui satisfont aux conditions 


Yi =oyy 
Ye =OY2 + Yi 
+ OYm + Y mie 


Nous voyons qu’au diviseur linéaire w, — w d’un ordre de multiplicité /, 
ae Sx se décomposant en diviseurs élémentaires (w, — w)®, (@,— ©)", .. 
(&, —w)", il correspondra 


EN J 


un groupe de e, intégrales, 
un ‘groupe de e, intégrales, 


un groupe de e, intégrales, 


et les nombres e,, e,, ..., e, n'auront entre eux aucune relation néces- 
saire, ce qui assure l'indépendance des diviseurs élémentaires 


(1—w)e, ..., (@,— ww). 


à Vus Li 
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59. Pour qu'il y ait un seul groupe d’intégrales, il faut que les 
nombres e se réduisent à un seul, c’est-à-dire que le diviseur w, — w 
ait le même degré de multiplicité comme diviseur linéaire et comme 
diviseur élémentaire. 


60. Au contraire, pour qu'il n’y ait que des intégrales satisfaisant 
à la seule condition 
x Or 


il faut que chaque nombre e soit égal à r, ou encore que w, — © soit 
un diviseur de tous les mineurs de l’ordre /— 1 dans R(w). Dans ce 
cas, tous les diviseurs élémentaires w, — w sont simples. 

Les deux cas particuliers précédents sont les deux cas extrêmes qui 
puissent se présenter. 


61. Il est facile d'étendre les théorèmes précédents aux systèmes 
d'équations différentielles linéaires et homogènes à une ou plusieurs 
variables indépendantes. Supposons, par exemple, qu’il y ait une seule 
variable indépendante, et considérons le système d'équations 


dy; . 
(9) AFt Anyi tet Ann Grau). 


Soient nr solutions 
Viis Vois +209 Yni (71, aia, It), 


formant un systéme fondamental. Le systeme de n nouvelles solutions 
déterminées par les équations 


(1') Vai Cini Eee + CinVrn (= OT oc FEEL, 


sera aussi fondamental, si le déterminant des constantes c est dif- 


férent de zéro. 
Quand la variable fait le tour d’un point singulier, les nouvelles 
valeurs Y des intégrales y sont déterminées par les équations 


Cs) Vai =@it¥n +: «++ BinVhny 


où le déterminant des constantes a est différent de zéro. De même les 
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nouvelles valeurs Y’ des intégrales y’ sont déterminées par les équa- 
tions 


(3') Ving = py ++ Gin Vhns 


où le déterminant des constantes a’ est différent de zéro. 
Cela posé, considérons les deux formes bilinéaires 


nr P=tyn+...+ ZnYhn 
(4) P'= a! ph +. ban ane 
On peut ramener P’ à P par la substitution (1°) et par la substitution 
inverse qui ramène les a’ aux x. De plus, les coefficients de ces sub- 
stitutions ne dépendront pas de l'indice h. 

Considérons de même les deux formes bilinéaires 


Q = x Yay +...+ ZaY nn 


(5) ! ! ! ! f 
Q —T; Yay Fe Fan 


et remarquons que l’on a 
(6°) ; Yhi Cr Yns +. ent Cin Yan) 


équations où les coefficients c sont les mêmes que dans les équations 
(1°) et sont indépendantes de l’indice À. Done le même calcul qui 
ramenera P’ à P ramenera Q’ à Q. 

Or, puisque les solutions du système (9) ont la propriété de satis- 
faire aux équations (2’) et (3’), on peut exprimer Q et Q’ respective- 
ment au moyen des y et des y’, et l’on aura 


0e s dij Ti Vhjs 
é 


FPS CAS” | , 
Q'— à Li Li Y hj 


y 


et ces variables æ, y, x’, y’ sont les mêmes que celles qui entrent dans 
P et P’. Par conséquent, les y et les y’ sont liées par les relations (1’) 
et les x et les a’ sont liées par les relations inverses. 

On voit donc que les mêmes substitutions ramenent à la fois les 
deux formes P’ et Q’ aux deux formes P et Q, et, par suite, que les 


ow 
> 


+ 
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deux déterminants des formes 
Q — wP et Q'— wP’ 
. F 
ont les mémes diviseurs élémentaires, quel que soit l’indice A. 
Donc les diviseurs élémentaires du déterminant 


Ui SY Garay = aH, 


Any Aro nn — ® 


ne dépendent pas du choix du système fondamental de solutions d'où l’on 
est part, et qui fournit les coefficients a quand la variable fait le tour 
d’un point singulier. 


62. En poursuivant le raisonnement comme précédemment, on 
montrera qu'on peut ramener un système fondamental quelconque de 
solutions à un système fondamental particulier pour lequel on aura 
les relations simples 


Yo = Si Yay 

Yo == O1Y na eue Yn 

de oA Ot COPIE Ce) 5 
(8) Vie = OiVhk + Vhk—15 


dr = Da Vhk;+15 


Vote = Dao Vak +2 Vhkt+ts 


nn so 


Les diviseurs linéaires wm, — w, w, —,,... ne sont pas nécessaire- 
ment distinctes. 


63. Pour qu’il y ait un seul groupe de solutions, il faut que le divi- 


seur w, — wait le même degré de multiplicité comme diviseur linéaire | 


et comme diviseur élémentaire. 


64. Pour qu'il n’y ait que des solutions satisfaisant aux condi- 
tions 
dr CN An, Rte, Ki), 
il faut que w, — w soit diviseur de tous les mineurs d'ordre /— 1 
dans R (w), létant le degré de multiplicité du diviseur linéaire ©, — w 
Ann. de U’ Ec. Normale. 3° Série. Tome VII. — Novempre 1897. 42 


a a 


/ 


330 L. SAUY. \GE. 
- Le diviseur linéaire o,—0 d'un ordre de multiplicité £ 


é 


LA 
65. Considérons maintenant les systèmes d'équations différentielles à 
linéaires et homogènes, à solutions régulières de la forme 


. 
(10) Mere it t+ nn era, ron) à 
dx 4 


, . 


où les coefficients a sont uniformes, continus dans le domaine de 

l’origine, ou encore développables en séries entières à coefficients 
. -. 

constants de la forme | | 


Li 


dix = a}, + ta}, + ra; +... 


Cherchons à former un Système fondamental de x solutions qui con- 
viennent dans le domaine de l’origine. 


+ 


66. Nous distinguerons deux cas, suivant que les racines distinctes 


de l’équation 
HE ARE a, 


.. 
auront ou non des différences non entières. Nous commencerons par 
étudier le cas où deux racines distinctes quelconques de F(r) =o ne 
diffèrent jamais d’un nombre entier. 

Ce premier cas se subdivise en deux autres. Considérons le déter- 
minant F(r). Nous allons montrer que : 

1° À un diviseur élémentaire simple de F(r) cord une “Abe 
tion dont les éléments ont les formes ; 


L'Pis L'Pas es Z'Ons 
_ les séries ; 
‘ D p=p+api+atgi+…. 
LA 
étant convergentes dans le domaine de l’origine; c 


2° À un diviseur élémentaire multiple de F(r) correspondent plu- 
sieurs solutions dont les éléments sont des polynômes en loga, à coef- 
ficients holomorphes dans le domaine de l’origine. 
‘ a 


pes 
7 


Pe tay . 
x : 
ay. 
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— 7", un diviseur élémentaire simple de F(?). 

) possède encore 4 —1 diviseurs élémentaires 
nple: non, égaux A r—ry, il en résultera que les mineurs de 

F(r), j jusqu'à ceux de l'ordre a, seront tous divisibles par r — r,. 


PoSons:: ! 44 
a Ji 2 Ones 


> VŸn— Ln, 


_et portons ces valeurs dans le système (10), nous aurons, en identi- 
fiant dans les deux membres de chaque équation les coefficients des 
mêmes puissances de æ, 


kpf= a}, pi +...# (a r)pf+...+a,0t 


1 1 HA=1 = 
+a}, of t +... + dj; Qi +... + a}, oË à 
os - => CPO ICs CAC A Utica Chow Trt Cath ns lO LF Re ee ee s + EE MIE 000 
Ag! (tea. 0 Set 0 
i1 Pi ip? Test BinGn 
Re TE Mes de 


Ce système d'équations est du premier degré par rapport aux coeffi- 

cients 91, 95,..., 0% et permet de les déterminer en fonctions des coef- 

ficients © dont l’indice supérieur est moindre. En effet, le déterminant 
- des coefficients de ces inconnues est 


F(rm +h) 


et ne peut s’annuler pour aucune valeur de 4, puisque aucune racine 
de F(r) =o ne diffère de r, d’un nombre entier. 
Quant aux coefficients o), ..., 9), ils satisfont aux équations 


0 0 0 x Ÿ 0 = 
P 07,0) He... Ty Oy + + 2}, pi 0. 
+ 


Puisque le déterminant F(r) et ses mineurs, jusqu'à ceux de l’ordre k, 
admettent tous le diviseur 7 — r,, ce déterminant et les mineurs consi- 
dérés s’annuleront tous pour r =7r,, et, par suite, on pourra exprimer 
op, ...,®,, au moyen de p quantités arbitraires k,, ..., Ay, en vertu 
des équations précédentes. En remontant de proche en es on voit 
que, quelle que soit la valeur de l’indice #, les coefficients o* seront des 
fonctions linéaires et homogènes des y. arbitraires #,, #,, ..., Ay, et, 
par suite, que la solution 


eS ee 


pourra être construite de telle sorte que 
vu. arbitraires. En donnant à ces arity HE 
pendantes, on formera 
la forme précédente. 
= On peut dire que chacun des y diviseurs D re S égaux } 
fournit une solution de la forme que nous venons de construire 
ns en particulier, qu’un diviseur élémentaire simple r—T quelconque * 
je de F(r) fournit une solution indépendante et de cette forme. + 


ad , 


68. Examinons maintenant le cas où r—r, est un diviseur élémen- 2 
taire de F(r) d’un degré e de multiplicité. | 
Nous allons voir qu'il existe, dans ce cas, des solutions de la forme 


" . e—1 


* Vite Ÿ %iy(logx)e-—-1 Ce te 0), 


v=0 


les coefficients 9,, étant développables en séries convergentes dans le | 
domaine de l’origine, à coefficients constants, et de la forme | 


Po 0h + zh + ao +... 


En effet, portons les valeurs précédentes dans les équations (10), 
et identifions dans les deux membres de ces équations les coefficients 
des mêmes puissances de logæ. Nous aurons d'abord, en supposant 

> 


To —= 0, 
ae . dy; se 
wo * nu  — VV — 1 = ae 
ts ast, is pe een 
: : 4 
4 | et, par suite, . # 
n + . x 
‘ 2 hiv 
$2. a +(ée—v)oy_,= Gin Div ++. + Bin Qny: 
| à 
y 
s : En faisant successivement y= 0, 1, +++, € —1, et en remarquant 
| que, pour y = 0, 9,_, doit être remplacé par zéro, nous aurons un 
a 
; * 
ioe ee hs 
re 
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système de en équations 


PAL a 
Ae > ikPhkos 
k 
do; 
1 
PRE y —(e—1); 
“Es ik®x1 ( ) Pio» 
k 
Eat sais fers tomctdieneealed ayeve ee eee rier 5 
do;y 


dei | 
»e—1 
SN Baa Vik Dk,e1 — Vi, e—2e 


k 


Ces équations sont analogues aux équations (10), et on peut leur 
appliquer les raisonnements ordinaires donnés plus haut pour la dé- 
termination des coefficients 9%, dont l’indice supérieur est plus grand 
que zéro. 

Quant aux coefficients o;,, voici la méthode ingénieuse que M. Horn 
a employée pour les déterminer. 


69. Les coefficients ©}, satisfont aux équations linéaires 


0 0 Ss 0 
> Bip Ph, (Fat ame Di,e—0 


k 


CIE Na ee ee TP: 


Multiplions les » équations définies par chaque ligne précédente 
par des indéterminées, et ajoutons; nous aurons, pour une valeur 


el ‘indice Vs 


quelconque 


Ex ae 
es # ce Des mien Baa 


iv La a 
home les deux formes bilinéaires 4 TES Z 
: . 5 LA + 
À z 4 Jub fl A : ? ° 
r T = > LTaY us , ’ ‘ 
. se os è 


LE ; 
?— 2 rat Bs 


dont la première / aun déterminant différent “ey zéro. 


_ § IV, qu’en appelant s une nouvelle variable, et (s — s; oe 
élémentaires du déterminant de la forme fs + 9, ona à poe" 
r CES 
. - | = Deen ÿ ha > 
LS LP Sp edt ek 7 , 000 
4 Lu » ’ ‘ a 
Si l'on a SU PE valeur particulière de z, on aura Ca gh 
BTE J=— (En). Shi. = ‘ 
ee eY 2 ' . = (Ene + Sgt Zener a +e 
a 7 02 . 
EE Les LE Mais rien n ‘empêche de transformer de la même méme que 9 la 


forme bilinéaire 


s x ak Ui Of y» : * 


qui ne diffère de 9 que par la notation. De même, on p re las 
forme bilinéaire © 


Se 


i 


* 
, 


sous la forme de /. Pour cela, on formera des fonctions linéaires et 
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homogènes de be Es Le on appellera U,,..., U,. Puis on formera 
des expressions V,,, ..., V,, linéaires et Pome On" Onn Ones 
Enfin on formera des expressions V, 445 .., ee linéaires et homo- 
gènes en Pi, aoe Oy Les Dettes remplaceront, aux signes près, 
les € et les n dans les formes / et o. On remarquera que, 7 — r, étant 
supposé diviseur élémentaire au degré e de multiplicité dans F(r), et 
ro étant pris égal à zéro, r sera un diviseur élémentaire du degré e 
dans F(r), ou encore dans le déterminant de la forme fs De 

On pourra donc poser 


+ +” DC DIT UVa. LV) eue ty 
" pi Uz Ry = (U, Ve +. + See 
ae is 
et, par suite, on aura "i + % 
Wey 


; Ci Verve . a Uses Vayglits se =(e —v)[(U, Ve yer. Ly a 


e . . pts +7 A Sige + 
Nous satisferons identiquement a cette condition en posant 


A fe A. 
14 ' ve a: TA 5 4 2, 


WM 5 


é ah. Ve a 1, | . 
ae tig ‘ Re --: "4 
, Vip ge ar Ve Y—19 à 
Ne yale 1) Ve, 19 . 
LH 


nm tue 


Ces équations s’obtiennent en identifiant dans les deux membres de 
la condition les coefficients des mêmes indéterminées U. Le nombre 
des équations précédentes est n, et l’on sait, d’après la théorie de la 
réduction des formes bilinéaires, que l’on peut résoudre ces équations 
soit par rapport aux inconnues OR 6 soit gar rapport aux incon- 
nues gps. . End E 


Dans les équations ee. Re peut étre pris arbitrairement. 
3 - à 4 PÉEE. rar 


D> La 
1 
x 
ne © 
a 
>, + 
a 
a « 
4 4 » 


 Donnons à y successivement les v 
en ne tenant compte que des e premi ares ce 


de 


Ne ortitraees ‘ 


ig: = 0, . 
. eek = (cig thy por. | 
e—1,2—= (e — Vile Vis arbitraire, 


@ 125 l'E 
S Pre. ‘eles se emilee: ss... .….…, c'e VON ee 6 rires ny Be 6 hote) ain Bea is; 


ke | k 
Vi, i Nes ry sey Vos soi ces r 


LS ° 
ou encore, en résolvant ces équations, 


V ==, 0, 
Vu =(e— 1) Vas i 0, 


L Va=(e—2)V:=0, cs 


+R 
V., arbitraire, — 


Ve.e_1 arbitraire, 


+ 


TR ra 
Vi-1,12=(e—1)V ne 


Ven,a= (= dE” Vs (e—2)(e— 1) Veos 


mote ates fe *. eo eo die le Missy 
| 0 
Ni Ve, CALE | LC e—2) Va Vi, =U, Ga 17 Ven 


l’expression (1, oi} ane le pea te —1)(e >)... 11e 


tous les V qui ne sont pas dans ce Tableau étant pris égaux à zéro. 

Il résulte de là que, les expressions Vos, ... Vee, étant arbitraires, 
on aura pour +;, des expressions linéaires et homogènes de e constantes 
arbitraires. 

En remontant dans les calculs précédents, on voit que les expres- 


ns 
; : et 


, (lo 
P ae 7 a 
dépendront de e constantes arbitraires. On pourra donc trouver e so- 
lutions de la forme précédente correspondant au diviseur linéaire 


(r—r,) de F(r), et où r, est nul. 


70. En combinant linéairement ces e notons et en choisissant 


convenablement les constantes introduites, on obtiendra e solutions li- | 


néairement indépendantes et de la forme 


Vi Pio» 
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71. Supposons que le diviseur linéaire r — r, de F(r) fournisse 
diviseurs élémentaires | 1 


(7 — ro)®, (7 — ry)", Be x (r— r,)r. 


* 


On répétera le raisonnement précédent avec le diviseur linéaire 
(r— ri), Mais, comme dans les formes / et o les £ et les y sont 
indépendants, chaque diviseur élémentaire (r—r,)® fournira e, solu- 
tions non seulement indépendantes entre elles, mais encore indépen- 
dantes des solutions fournies par un autre diviseur élémentaire tel que 
(7 —1r,)%, par exemple: ; me Fu 

! | 


LR 4 di 5 bi 


LUE de Len” À, Li bi An 2 


sy | L AY 


72. Nous avons supposé 7, = o. Rien n’est plus facile que de ra- 
mener tous les cas à celui-là. En effet, dans les équations (10), posons 
y = y, et remplaçons les équations (10) par des équations (r0’) 
analogues, où les inconnues soient les y’. Dans le nouveau système, 
il y aura le diviseur r au lieu du diviseur r—7,, c’est-à-dire que r, 
sera nul. ; 


us RE | 


{ 


73. Il nous reste à étudier le cas où le déterminant F(r) aurait des 
diviseurs qui différeraient entre eux de nombres entiers non nuls. 

Soient 7°, 7’,..., r des racines de F(r) = o différant entre elles 
de nombres entiers et rangées dans un ordre tel, qu’aucune des dif- 
3 férences 


Pont = oem ly FU) 


ne soit un nombre entier négatif. Supposons, en outre, que 7, ne dif- 
fère pas d’un nombre entier de toute autre racine de F(r) =o. On 
pourra appliquer les raisonnements précédents et construire e solu- 
tions indépendantes de (10), si e est le degré de multiplicité der — r, 


dans F(r). 


74. Apres des caleuls que j'ai indiqués ailleurs (‘), un peu modi- 
fiés en vue de la théorie des diviseurs élémentaires, on pourra obtenir 
un système d'équations (10”) renfermant e équations et e inconnues 


(1) Annales de l’École Normale supérienre, 1886 et 1889. 
Ann. de l’Éc. Normale. 3° Série. Tome VIIL. — Noveusre 1891. 
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de moins que le système (10). pe F'(r)= 0 correspondante 
aura des racines COR SEnCe dr’,r’,...,7” et à toute autre raciner 
qui ne soit pas 7°. On raisonnera alors sur le nouveau système (10”) 
comme sur le système (10),et on continuera ainsi jusqu’à épuisement 
des racines r°, 7’, ..., 7, ou des racines nouvelles qui s’en déduisent. 
En résumé, on verra que, dans tous les cas, à chaque diviseur élémen- 
taire d’un degré e de muluplicité de F(r) = 0 correspond un groupe de e 
solutions UE Vu | 


75. En quoi différeront les formes des solutions correspondant aux 
diverses racines 7, 7’, ..., 7 de F(r) —o, qui ne diffèrent entre 
elles que de nombres entiers? La réponse à cette question a été donnée 
par M. Grünfeld (‘) dans le cas le plus ordinaire. La méthode de 
M. Grünfeld a été perfectionnée sur un point, et dans le cas particu- 
lier de n = 3, par M. Horn (These de l'Université de Fribourg). 


76. Pour donner un exemple des modifications introduites dans les 
formes des solutions par l'hypothèse que des racines r ont des dif- 
férences entières, nous énoncerons le résultat démontré par M. Horn, 
dans le cas de trois équations différentielles. Soient r°, 7’, r” les ra- 
cines de l’équation F(r) = 0. 


I. Les trois diviseurs r — 7°, r—r’, r—r” sont simples et distincts 
ou non : 
a. S'ils ne different pas entre eux de nombres entiers non nuls, on 
posera 
Ji =" (qi), 
Ji =" (gi), 
Ji = 2" (qi)". 


B. La différence r’— 7” est un nombre entier positif, et les deux 
autres différences 7° — r', r° — r” ne sont pas entières. On posera 


A = ae (œ:)°, 
Yi = x" (qi), 
Ji = "(qi)" + ka" (9;)' logz. 


(1) Denkschriften der Wiener Akademie, math.-nat. Kl., 1888. 


ee See 


ET APPLICATIONS. 


z | 
ete RE MT M Qu Sete e = ca 
sont des nombres entier 


Yi > oi)’ +k at(o:)logxz, “© $ Re St oa 
| : ; . ig e ) Lu . ta A hé we 2. 
loga + k"x2""(9;)° log? x. Jus D k 4 | 
* LL ‘ LE j ae 


EF erere 
’ 5 5 af, | »] 2 v : 
Dr, De diviseur élémentaire r — r° étant simple, le diviseur élémen- 


L 


_ taire r — 7’ est double et differe ou non der—r°: 


a La différence r° — r'n’est pas entière. On posera i 
: : , ! ; ER Ms RE 
ee L art . y? = 2"(9; », : à : sh. ee 
& rer), , } 
se nr Dir a 2” (Qi2)" logæ. | RSS i: 
| nn La différence rf — rest un nombre entier positif. On posera VA 


- 


Bae os = aq), | 


Vp ee (91) + k x" (9;) logæx, 
é dx ; “y = æ"" (oi) + ki 2” (3)! logæ + kK" a® (9;)° log? x. 6” 


y. La différence r°—r’ est un nombre entier négatif. On posera 


€ 3 F 
és | + LA = 2" (9; J + kx" (9;)' logæ, 
a a : = 2" (9: )', 
LE Yi = (On) + 2" (pa) logæx. eo? 


JIL. Le amit eur élémentaire r — r° est triple. Onposera Le. 


xy? == Lo)" ; 
yi = 2™(Gi2)+ 2”°(9;,)° logz, 
Yi = a" (Gig) + 2" (pa) loga + x"(9;,)° log?x. 


© Dans ces formules, les constantes & peuvent s’annuler. Alors les 
logarithmes disparaissent. Si les différences entières des racines 7", 
r', r’ deviennent nulles, certains de ces nombres # se réduisent à 

| l'unité. Enfin la notation (9;)° ou (ox)° indique, dans les formules 
6 ‘ ss 


us 2 el Lx 
gt = = 
# à 
. 
es = 
r AS OE 
<I ‘S % p LA - 
— A , o as # 
- aor = o , L2 Fs 
we v 
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précédentes, que le calcul de la série 9; 0u 9; Se rattache à la racine r°. 
De même les accents,’ et ” rappellent les racines 7” et 7”, 

On voit que les différences entières entre les racmes de F(r) = 0 
font apparaître les logarithmes, en général, plus.t6t que si ces dif- 
férences étaient quelconques. Mais, dans tous les cas, chaque diviseur 
élémentaire de F(r) fournit son groupe de solutions. 


SUR LES 


ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 
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INTRODUCTION. 


1. On sait que Lagrange, en cherchant un facteur intégrant d’une 
équation différentielle linéaire ordinaire, trouva une équation connue 
aujourd'hui sous le nom « d’adjointe de Lagrange », dont l'intégration 
est intimement liée à celle de la proposée. Il mit aussi en évidence la 
réciprocité des deux équations en énonçant cette propriété fondamen- 
tale : St l’on prend l'adjointe d’une certaine équation et si l’on prend 
l'adjointe de cette nouvelle équation, on retrouve l’ancienne. 

Plus tard, Jacobi étudia de plus près la correspondance entre les 
solutions d’une équation et celles de son adjointe de Lagrange; il ar- 
riva au résultat suivant : Soit une équation (E) d'ordre 7 admettant 
les n solutions y,, 2, ..., y, formant un système fondamental. Soit le 


, . 2 
déterminant 

7 DA: A Satan, Jin 
a 3 * f us i 

Sai hd FE, A Yi 2 D Yn td 

ve vie Ane ns ELA ‘te 

on (a—1) (n—1) (2-1) 
Je J'2 oes Vn 


“Jes solutions de l’adjointe de Lagrange de l'équation (E) sont les divers 


quotients des mineurs correspondants aux éléments de la dernière 


Pe 


tr 28 
LS 
A : F 
M fe te Qe 
a 
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ligne du déterminant A par ce déterminant. La réciprocité se trouvait 
précisée de la façon suivante : Si l’on désigne les n expressions dont il 
vient d’être parlé par u,, u,, ..., u, et si l’on considère le déterminant 


uy Us ou ib; 


uy hee u, 
21) (m--1) (n—1) 
uy uy ren pales 


les valeurs y,, y, ..., y, Sont au signe près les divers quotients des 
mineurs correspondants aux éléments de la dernière ligne du détermi- 
nant A, par ce déterminant. 


2. En lisant attentivement la démonstration de Jacobi, je me suis de- 
mandé pourquoi l’on prenait la dernière ligne du déterminant A plutôt 
qu’une autre, Ja démonstration paraissant être visiblement la même 
pour les autres lignes. C’est cette remarque qui m’a conduit à toutes 
mes recherches. 

Considérons donc les quotients des mineurs correspondants aux 
éléments de la #ième ligne du déterminant A par ce déterminant. 
Ces expressions en nombre 7 sont évidemment solutions d’une équa- 
tion différentielle linéaire d'ordre x, dont les coefficients sont des 
fonctions des coefficients de l'équation (E) et des dérivées de ces coef- 
ficients. Soit (E,) cette équation. Cette équation différentielle aura de 
l’intérêt si elle est réciproque avec l'équation (E). J'aï repris la démon- 
stration de Jacobi en y changeant peu de chose, et j'ai vu qu'il en était 
ainsi. | 

Il existe donc pour une équation d'ordre 7, outre er équation adjointe 
de Lagrange, 7 — 1 autres équations bites Toutes ces équations 
adjointes correspondent en quelque sorte aux 7 lignes du déterminant 
fondamental relatif à l'équation (E). 

Ce résultat acquis, il restait à former ces équations : la chose n’était 
pas tres difficile; soit en effet une équation d'ordre n —1, (A), admet- 
tant m — 1 solutions communes avec l'équation (E), d’après la compo- 
sition des coefficients d’une équation en fonction des solutions, on voit 
que les coefficients de l'équation (A) seront les solutions des adjointes 
correspondant aux différentes lignes du déterminant fondamental de 


4 


% 


Te ee eee ee à à: 
i 


i 
LE 
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l’équation (E). Il suffira donc d'écrire que cette équation a(n — 1) solu- 
tions communes avec l’équation (E) pour avoir 7 relations desquelles 
il suffira d'éliminer n — 1 des quantités poor avoir l’équation que l’on 
veut obtenir. Dans la démonstration que j’ai donnée dans la première 
partie, j'ai un peu modifié cette méthode, mais le fond reste le même. 

Ces équations obtenues, il fallait préciser exactement leur rôle dans 
l'intégration de l'équation (E). Or leur définition même montre que, 
si l’on connaît l’intégrale générale de l’une d’elles, on connaîtra l’inté- 
grale générale de la proposée; enfin on montre bien facilement que, 
quand on connaît plusieurs solutions particulières de l’une d'elles, il 
est facile d’avoir les solutions particulières correspondantes de l’ad- 
jointe de Lagrange, et, par suite, de simplifier, comme l’on sait, l’inté- 
gration de . proposée. . 


‘ 


3. Quelque temps après avoir obtenu ces résultats, j’étudiais dans le 
Livre de M. Darboux (') l’exposition de la méthode que Laplace a ima- 
ginée pour les équations linéaires aux dérivées partielles du deuxième 
ordre. On sait qu’à une équation de cette nature on peut faire corres- 
pondre une suite doublement infinie d'équations de même forme, cette 
correspondance étant telle que, si l’on connaît une solution particu- 
lière d’une des équations, on peut trouver la solution correspondante 
d’une autre équation de la suite par des opérations qui, le plus sou- 
vent, sont des différentiations. L'intérêt de cette méthode se détache 
avec une très grande netteté. On établit, par exemple, qu’une équation 
de la forme étudiée s’intègre quand une certaine fonction À des coeffi- 
cients est nulle; alors, par la correspondance, on étend ce résultat, 
puisque la quantité À varie quand on passe d’une équation à une autre. 
C’est là, je crois, le fond de la méthode : Tous les caractères qui permet- 
tent d'intégrer l'équation (E) deviennent, par la considération de la 
suite doublement infinie correspondante, des caractères d'une application 
beaucoup plus générale. 

J'ai eu l’idée d'imaginer une méthode analogue pour les équations 
différentielles linéaires ordinaires: 

Soit (E) une équation, prenons son adjointe de Lagrange (E,), oe 
cette équation (E,) prenons son adjointe de la première ligne (E, ); 


(1) Lecons sur la Théorie generale des surfaces, t. Il. 


: 
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pour celle-ci, l’adjointe de Lagrange, etc.; enfin formons une autre suite 
en prenant d’abord pour l'équation (E) adjointe de la première 
ligne, puis, pour cette nouvelle équation, l’adjointe de Lagrange, etc. 
Cette suite doublement infinie est telle que, si l’on a l'intégrale 
générale d’une équation de la suite, on a, sans nouvelle intégration, 
l'intégrale générale de l'équation (E). Enfin, si l’on a une solution par- 
ticulière d’une équation paire, par exemple, on a, sans nouvelle inte- 
gration, les solutions correspondantes de toutes les équations paires. 
Ces propriétés tiennent évidemment à la réciprocité qui existe entre 
une équation et l’une de ses adjointes; il aurait été impossible de for- 


mer de pareilles suites sans la notion des adjointes. A 

Il ne s’agissait plus maintenant que de trouver des earactè es qui 
permissent d’intégrer l'équation (E), on augmenterait leur généralité 
par la considération de la suite d'équations. J'ai songé d’abord aux Ca- 
ractères que M. Halphen a si bien précisés dans son Mémoire ('). Mais 
pour étendre ces caractères, il aurait fallu aborder le problème géné- 
ral du changement des invariants quand on passe d’une équation à 
l’une de ses adjointes, en même temps qu'il aurait fallu indiquer les 
changements -apportés dans les racines des équations déterminantes 
relatives aux différents points critiques. La question, vue ainsi, m’a 
paru trop vaste et trop difficile pour être abordée dès le début. La dif- 
ficulté aurait été d'autant plus grande pour moi, que rien ne m'aurait 
guidé dans cette recherche. J'ai préféré appliquer d’abord ma méthode 
à des classes particulières d'équations afin d’apercevoir sur ces 
exemples simples le mécanisme des différentes déductions. Après cela, 
j'emploierai tous mes efforts pour la solution de la question au point 
de vue le plus général. 


4. Vai pris d'abord les équations qui généralisent l’équation de 
Gauss sur la série hypergéométrique. Dans ce cas, toutes les équations 
de la suite ont la même forme. Le caractère que je transforme est tout 
à fait élémentaire, c’est le suivant : on connaît une solution de l’'équa- 
tion lorsque le terme en z manque; cette solution est, en effet, une 
constante. Je cherche donc la transformation apportée dans le coeffi- 
cient du terme en z par l'emploi de la suite. 


(1) Mémoires de l’Institut. Savants étrangers, t. XXVIIL. 
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L'expression de ce coefficient dans l’équation E,, est une équation 
algébrique en p; je suis alors conduit à deux résultats qui sont princi- 
paux pour cette étude, à savoir : qu'aux plus petites racines entières 
négatives et positives (en valeur absolue) correspondent des poly- 
nomes comme solutions de la proposée ou de l’adjointe de Lagrange 
de la proposée. 

En cherchant à vérifier directement ces résultats, j’ai trouvé cette 


propriété simple : Lorsque toutes les racines de l’équation détermi- 


nante du point oo sont entières et négatives, il faut et il suffit que les 
logarithmes disparaissent dans les développements des intégrales au- 
tour du point critique © pour que l'intégrale générale soit un poly- 
nome. 

J’ai encore étendu ce résultat par ma méthode, en cherchant les 
équations qui ont, dans leur suite correspondante, une équation dont 
l'intégrale générale est un polynôme. Je suis arrivé ainsi au résultat 
le plus important de cette étude, à savoir : que l’équation s’intègre sous 


forme finie ou par des quadratures lorsque les racines de l'équation 


déterminante du point oo sont entières et que des conditions algébri- 
ques nettement indiquées sont remplies. Un des corollaires de cette 
proposition est intéressant, c’est le suivant : Lorsque toutes les racines 
de l’équation déterminante du point co sont entières et positives, pour 
que l’intégrale générale soit une fraction rationnelle, il faut et il suffit 
que les logarithmes disparaissent dans les développements des inté- 


. grales autour du point critique o>. Enfin l'application de ces résultats 


à une équation déjà considérée par M. Goursat conduit à une proposi- 
tion tres simple qui décide des cas où l'intégration se fait par ma mé- 
thode. ; 

Cette étude est terminée par l’application spéciale de la méthode à 
l'équation du deuxième ordre. Je suis conduit à une formule conte- 
nant des dérivées à indice quelconque qui exprime l’intégrale générale 
de cette équation. 


5. J'ai ensuite appliqué la méthode à l'équation 


d"z = d"*s dz QR—AÂ > — 
(a) get A ict tuer + x 3 — O, 
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qui généralise dans les ordres supérie 


té 


$ te, Las 


hs ZT ad = +o = 0. 


(8) 


(c) 


et ce sont ces deux résultats que j'ai étendus par ma méthode. ETS 


es Une équation a la forme (b) lorsque les racines de l’équation déter- à 
FAST minante du point o sont 21 
= 4 _ ry 

Geel De, ste ae OTe ds = 


l'extension est celle-ci : ee 

Dans la suite, correspondant à à l'équation (a), il y a une équation de 
la forme (b) lorsque les racines de Aequation déterminante du point 0 
pour l’équation (a) sont 


0, I-- pr; 2-1 pr, «..5 (A1) FDA, 


ee p étant un entier positif ou négatif. 
J'arrive de même à montrer que, dans la suite correspondant à l’é- 
quation (a), il y a une équation de la forme (c) lorsque les racines de 
l'équation déterminante du point o, pour l’équation (a), sont 


1+pn, 2+pn, ..., (m—2)+pn, (n -1)+qn 
Ou ; . 
(R—1)4-pn, (n—2)+pn, ..., 2+pn, 1+ qn, 


pet gq étant deux entiers positifs ou négatifs. 


= L'intégration se fait donc facilement dans ces deux cas, et ces résul- 
ne tats donnent l'intégration pour les équations du deuxième et du troi- 
| sième ordre dans tous les cas où l'intégrale générale est uniforme 
EE autour du point critique o; il n’en est pas de même pour les équations 
1.287 


d'ordre supérieur, parce que, dans une équation d'ordre », les condi- 
tions nécessaires et suffisantes pour que Vintégrale générale soit uni- 


TY ae, .16, à 
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forme autour du point critique o sont, ainsi que je l’établis, que les 
racines de l'équation déterminante du point o soient respectivement 


I, 2,...,(m~-1), à un multiple de » près, qui n’est pas le même pour 
toutes les intégrales. 


6. J’aborde ensuite le cas où la suite d'équations correspondant à 


l'équation (E) est telle qu’on y trouve une équation qui lui est identique. 


Le cas le plus intéressant est celui où la suite est véritablement pério- 
dique, c’est-à-dire où (E) = (E,,); dans ce cas, j’integre et je montre 
que ces équations appartiennent à la classe de celles que l’on peut 
ramener aux équations linéaires à coefficients constants, par un chan- 
gement de fonction suivi d’un changement de variable. 


7. J'indique ensuite qu’il existe autant de méthodes de correspon- 
dance doublement infinie qu’il y a de combinaisons de lignes deux à 
deux dans le déterminant fondamental. 

Il existe enfin des correspondances qui sont plus que doublement 
infinies; on les oblient en considérant, par exemple, trois lignes du 
déterminant fondamental. On a alors une correspondance sextuplement 
infinie, et, je le répète, l’intérêt de ces correspondances consiste en ce 
qu’elles permettent de généraliser de plus en plus les caractères d’in- 
tégration d’une équation. 

Tous les résultats exposés dans ce travail m’appartiennent : ils ont 
été communiqués à l’Académie des Sciences dans les séances du 
15 juillet et 8 décembre 1890, 4 mai 1891; personne, avant moi, n’avait 
parlé d’équations adjointes autres que celle de Lagrange, et j’ai le 
premier indiqué l’existence de ces équations, leur formation et leur 
rôle dans ma Note du 15 juillet. Je dois cependant dire que, six mois 
après la publication de ma Note, le 16 décembre 1890, M. Imchenetsky 
a envoyé à l’Académie des Sciences de Saint-Pétersbourg un Mémoire 
contenant des démonstrations détaillées sur la formation de ces ad- 
jointes et leur rôle dans l’intégration. 

Qu'il me soit permis, en terminant, de remercier M. Darboux du 
bienveillant accueil qu’il a fait à mes recherches et des encourage- 
ments qu’il n’a cessé de me prodiguer pendant la durée de ce travail. 
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RAT és : : DURE 277 
J'ai divisé l'exposition en trois Parties : ? 

Dans la première Partie, j’expose la propriété de réciprocité des ad- 
jointes, le moyen de les former et leur rôle dans l'intégration de la 
proposée. A la suite, je place une théorie de l’élimination relative aux 
équations différentielles linéaires ordinaires, parce qu'on la déduit 
facilement de la considération d’une équation linéaire aux dérivées 
partielles que j'ai rencontrée dans mes recherches. 

Dans la deuxième Partie, j’expose, dans un premier Chapitre, la mé- 
thode de correspondance doublement infinie; dans un deuxième Cha- 
pitre, l'application aux équations qui généralisent l'équation de Gauss 
sur la série hypergéométrique; dans un troisième Chapitre, l’applica- 
tion aux équations qui généralisent l’équation de Bessel. 

Enfin, dans la troisième Partie, j’étudie les cas de périodicité de la 
suite; je forme ensuite explicitement l’adjointe de l’avant-dernière 
ligne et j’indique l'existence d’autres méthodes de correspondance 
analogues à celles de la deuxième Partie. 


PREMIÈRE PARTIE. 


1. Lagrange a trouvé l'équation connue sous le nom d’adjointe de 
Lagrange en se proposant la question suivante : 
Étant donnée léquation différentielle linéaire du niève ordre 


(1) 


a" z d'A z d'u? s dz 
+ do “3 AT Opal ag ee ers 


a a 

dx" ‘dx"-! OS 
OÙ a, a,,-.., a, désignent des fonctions de a, trouver une fonction y 
de x telle que, en multipliant le premier membre de l'équation précé- 
dente par y, le résultat soit la dérivée exacte d’une fonction linéaire 
des et de ses dérivées jusqu’à l’ordre n — 1. Une suite d’intégrations 
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par parties conduit à la formule 


| * dns dr-13 
| PCM aa ee eet ans |y de 


d qd 
| Er (dut) +: +(—1) 


da” 


(ay) |= dx 


n—1 


> d æ d 
Se Len or dx (An—2y ) = dx (An-3Y)—. on (— ies Done (a0y)| 


ds d q-2 Fi 
CR ae | nay DT. CES A ER RE Re t= DR (avy) 


SEED erase en OME Retell Te Moe, ne las ele ie semelle mener elletel os ehe Pats dun eh Stakes dus dics te ay <i .ahare 
n—k 


& d d 
+ niet Lee D (ar) +... (—1)?-* ice (avy) | 


eee Nana lat ane are et La) ip! (9) sie a te) eu #6118. 19) 19: (bie! min pie ee es eos 19 (6) "ee le de eo le. is el a 6:0: 101 fe 


De sorte que l’équation qui détermine y est 
d d” 
(3) Gr nee Sr (di) 0. 


Lagrange établit ensuite la propriété fondamentale de l'équation 
adjointe d’une équation donnée : 


Si l’on forme l'équation adjointe de la nouvelle équation, on retrouve 
l’ancienne. 


Enfin il montre comment l'intégration complète ou partielle de l’ad- 
jointe permet de simplifier l’intégration de la proposée. Pour toutes 
ces considérations, ainsi que pour l'exposé des divers points de vue 
auxquels se sont placés les géomètres qui ont étudié cette question, 
nous renvoyons le lecteur au bel Ouvrage de M. Darboux (Leçons sur 
. la théorie générale des surfaces, t. Il, p. 99 et suivantes). 


2. Reprenons l'équation (1) en y faisant a, —1 


d®z d’—-1z 
(4) re + Moi Tt ns =O. 


Soient z,, 35, ..., 3, 2 Solutions particulières formant un système 
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fondamental; soit de plus le déterminant 


è 
Us) 
vw 
L 


a et pa À | 
Si a9 Zn | 
A— on: 
zlK-1) -(K—1) a" 1) | 
— 1—1) ztti—1) | 
a 1) 50 gi 


où les indices supérieurs désignent des indices de dérivation. 
Jacobi a montré que les expressions 


Pa DA 2 Oy os 
NT FR Jeu) id Jr À get 


sont solutions de l’adjointe de Lagrange de l'équation (4). 
Soit 


dy. Fe 
pre Eh dxn-i n— + 


d 
PR be i + bay = 0 


— 
Qt 
à 


cette adjointe; il a montré de plus que l’on avait 


Pacer, 0A; ea) 
“4 — A, dy” te es Sn — À, dy 1) ? 
A, désignant le déterminant 
x ¥2 Vn | 
oa 91 Yn 
PRE ES ; 
PRO Ke Ge 
yay yes gens ieee 


Cette proposition renferme celle de Lagrange concernant la récipro- 
cité qui existe entre une équation et son doi et elle montre, en 
outre, la liaison intime des solutions des deux équations. Elle permet 
enfin de déduire sans aucune quadrature l'intégrale générale d’une 


q 

a. ==10 
4 nea 
4 Her | » 
- 

1 

Ph: =O, 


d 

rea) — 
jui 21 

| RE) os 

4 By == (Os 
3 SEVEN À 
= 
uy 2 £5; O, 
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équation de l'intégrale générale de son adjointe. C’est la lecture de 
cette démonstration de Jacobi qui a déterminé toutes nos recherches. 


3. Imaginons, en effet, l’équation différentielle linéaire ordinaire ad- 


mettant les solutions 


Un = 


Des propriétés élémentaires relatives au déterminant A donnent 


à! Wh 
— 0! ÿ HS == 0, 


CE CR PPT ECTS Ne ML ac 


Oe C7, Coy C AO i UC ncn tacoma eect 


alk) es) ea ee 
ns Sasi =O, Sas! =1, ees: 


Différentiant successivement 1, 2, 


...,(n — 1) fois, nous obtenons 


i eV) 
> ue: 0, 
CE acces ee 
0 ÿ U, 3, 105 


k—-2) -(m—k+1) — 
yu Nee 0 
k—1) ,(72—k) 
Denes une 


eus apetio els) 1s) one ol ais 8 1e 


es A ’ 
La première colonne du Tableau précédent montre que l’on a 


I oA, 


—— =) 
(Æ—1) 
A, ou’ 


J OA, 


*S — ) 
À 9 — = 
Ns dus 1) 


OS 


I OA, 


Se ane 
A, dus 


nous allons montrer que cette nouvelle équation est liée à l’équation 
donnée de la même façon qu'une équation à son adjointe de Lagrange. 
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A, étant le déterminant 


| ls Uy a Un 
[A LA ! 
uy uy A us 
A,— ‘ 
2 hed = e— 
He 1) ue cl eee en ule 1) 
TS ig ht Ser apr} 


La propriété de liaison et de réciprocité est donc démontrée. 

L’équation qui a pour solutions les expressions w,,u,,..., 4, Sera 
appelée l'équation correspondant à la £*™* ligne du déterminant fon- 
damental de l'équation donnée ou l’adjointe de la ki" ligne. 

Relativement à ces équations, nous venons d’établir cette propriété 
fondamentale : 


I. Étant donnée une équation différentielle linéaire ordinaire, il y a 
autant d’adjointes que d'unités dans l’ordre de cette équation. 


Si l’on prend l’adjointe de la #ï"e ligne d’une certaine équation et 
que l’on prenne ensuite l’adjointe de la 4ï%e ligne de la nouvelle équa- 
tion, on retrouve l’ancienne. 

Remarque. — Sous le nom d’adjointe de Lagrange de l'équation (1), 
on désigne l'équation (3); dans tout ce qui suit, nous conserverons 
cette dénomination, mais en remarquant toutefois que les solutions de 
cette adjointe de Lagrange ne sont solutions de l’adjointe de la der- 
nière ligne qu’à un facteur près. 


4. Proposons-nous de former l’adjointe de la Æïe ligne pour l'équa- 
tion ; 


(1) 


da" z dr-1z dz 


- 


Oo aan pk Pr pare 4 PAPER RE + ns — 0; 


Soient s,, 5,,..., 5, À solutions formant un système fondamental, 
et soit le déterminant 


t 
~ 
a 


a 
pe 

uy 
wr 


~(k—1) tk = 
1 gik-t) tit) 


=(7n—1) #t—1) ~(—1) 
ts | #9 ie eS en 
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_ Reportons-nous à la formule (2); elle montre que, si y, est solution 
de l’adjointe de Lagrange 


d dn 
Gn VI dan) ++ Er" (my) = 0, 


l'équation 


| == d d dr--1 
=s| anys cad dx (&n-2Y1) ate dx? (Qn—3 Yi) + aie (1)! dx"-i (40) | 


dz d UT 
= A Cd ca Ok er (US T0 te ewe see +(—s)"-? ee (ay,)| 
So oi o dodo é non octo Mes ne ET I D re Mao eile 

(6) d#-1 d n—k 
2 n—k d 

+ Apes | Sark ae UE TE Velen rcs ane Ae (ent) dirt (Go 71) 
lee CU tes D ne Ge Send Ac de Green on 

at"z 
‘à dati Lo 1 


admet (n — 1) solutions communes avec l'équation (1). En effet, pour 
toutes les solutions de l’équation (6), le deuxième membre de l’iden- 
tité (2) où y = y, est nul. Le premier membre doit done s’annuler 
aussi. Appelons z,, ...,z, Ces (72 — 1) solutions communes. L’équation 


. hese £ = 0, 
get Be" ane: glk 1) AU 1) 


eseee eo veee eee .…... CO 


Tee 2 PE Lu grad Zen) 


qui a comme solutions £,, ..., 3,, est la même que l’équation (6), à un 
facteur près. En développant cette équation © = o, on la met sous la 
forme 


d"-1z 00 dn-23 90 À _ 08 
te dant 9Le—) À dans ges 4 OF 


En remarquant que 


00 OA ges - 0A 
OZ) ar osu 1? OL) — dan? 
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l’équation (7) peut s’écrire 


dn-13 OA dr-®z OA dk-13 OA oA 


À se cree ee eee 
(7) dx” 3 Gs mos dan-? Oa ao is dak ost) a a 03; 


L'identification des équations (6) et (7) nous donne l'égalité 


oA oA 
ast 0341 
FL HN d TRE cai ; 
: an—k Y1— Ag (ta Ni) Hee + (= 1) Tank (GT 1} 
mais (‘) 
: OA 
oA 1 on 
do Yi = EL me ou oe — a à 
donc 
OA 
de re 


d A dnr-k 
An—k Vi — dx (Qn—K—-4. 1) ++ (—1) dgnak (471) 


oA d VC: 
(8) x ae nak € our 7 (ani) ++ (— Wie (&oy1)- 
GAS | 


Cette formule (8) montre comment on obtient les quantités uw en 
fonctions des quantités correspondantes y. 
On obtiendra donc l’adjointe de la #™* ligne en éliminant y entre 


les équations 
d qr-k 
U— An—-ky — dx (Qn—K-1 Y) HOUR (— ee (ay), 


d a d” 
an Ÿ — dx (Gn1 Y) qe dx? (@n-2 Y) Sele eas (— LN ae (ay), 


ou entre les deux équations 


! d a qdr—k 
ub == An—-ky — yp (An-k19) Ses se Cold ne dan (MY) 


d'u d#-1 


(8 bis) SE 
dat dti (an) — apie (an-k+aY) +... +(—1)*-' (any). 


(1) Darsoux, Lecons sur la théorie des surfaces, loc. cit. 
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x Ne RSR ae 
I] n’est pas inutile de remarquer que cette élimination conduit à une 
équation d’ordre n. 


On peut donc adopter la régle pratique suivante : 
Il. Pour former l'adjointe de la k°"° ligne de l'équation 


dr z : qdr- 13 
Xo dx" F ay dx"-1 


ENT 0,2 —0, 
on considere l’adjointe de Lagrange 


d a 
any — Bart DA Sie dx? (An-2Y) Une 


ke 
CE ag ny) +e (= (ay) 


on la sépare en deux entre le kiè"e et le k + 1°" terme; on ég we les deux 


tronçons (commençant tous deux par un terme positif) à aE a 
d£u dt’ qk-1 dr 
dx“ rend) — dx*- dr ht) te NE Pa dot Cri a), 
d'u qk-1 
rein das (a tn) le: + (—i)# Las Vs 


on remplace la première équation par l'intégrale répélée k fois, 


n—k 


; d 
U— An—k Y — Ag (ape uy ae wee (1) (@Y)3 


dx?- —k 
enfin on élimine y entre ces deux équations. 


5. Quand on connaît l'intégrale générale d’une quelconque des équa- 
tions adjointes, on connait l'intégrale générale de la proposée. Cela 
résulte évidemment de la proposition I. 

Quand on connaît une intégrale particulière de l’adjointe de la 
keme ligne, on peut en général, à l’aide des formules (8 dis), en déduire 
la solution correspondante de l’adjointe de Lagrange. En effet, sup- 
posons pour fixer les idées que (2 — Æ) soit un nombre plus grand 
que (k—1),ona 

n—k=(k—1)+(n—2k+1). 


Différentions la deuxième des équations 8 bis (n -- 24 +1) fois, nous 
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obtenons ainsi n — 24 + 3 équations entre y, APE a c’est-à-dire 
k — 2 équations de moins que d’inconnues. En différentiant # — 2 fois 
la première des équations (8 bis) et la dernière de celles que nous ve- 
nons d'obtenir, nous aurons autant d'équations que d’inconnues entre y 
et ses dérivées. En général, nous pourrons résoudre ce système d’é- 
quations linéaires par rapport à y, y’, ..., y””; donc, comme nous 
l'avons annoncé, nous aurons en général la valeur correspondante de y. 


6. Nous allons former l’adjointe de la première ligne d’une équa- 
tion parce qu’elle nous servira souvent dans la suite. 
D’après la règle I, il faut éliminer y entre les équations 
d avs du 
US Gps = (ana) HO a ans 


on obtient alors 
_ nt du , ad anes; a: Qt Kies MENT. 
a, dx ta (= a) pee | Des 2. Le 


7. Reprenons l'équation (1), ses 7 solutions z,, 3,, ..., z, et le 
déterminant A; posons 


PNA aw 
A as! nn 
les expressions x, où & reste fixe et # prend les valeurs 1, 2, ...,n 


sont successivement solutions de chacune des adjointes et ces solu- 
tions sont correspondantes. 

D’après ce que nous avons établi relativement à la formation des 
équations, nous avons 


| Di at in -2 Ji) +... +(—i)r Enea 9) 
2 Bie ee dan—t (Ji); 
? He 
Pan ge nee Yt) Ent TES (el 
BNC ARIE ECS DIS ren PSE RES TO NS D ee nr ene ; 
(9) i d pee TT 


Xp = On- Ki — Fe An-k-1 Yi) +...+(—1) dan (Yi) 


i oot. y; 
TL n-1 — di Yi 


mae =< 
Ln — A Vis 


ormules suivantes 


4 


eus pierre olets Leable elena akete. 


D'autre part, 


‘i sa > ai oe é 
remplaçant y; par —", il vient 
Poten Hp 


CET dz’, z dz’, MONTE dx? + de 
Le, An—1 ai, — Gat = Gt, i Ho St die, ve He 7 do 
SA En désignant, d’une façon générale, par X, la solution de l’adjointe 
de la ième ligne, on a les relations 
A il y . 
A ere (11) aX, aX, dX, fe dXy ER 


TOS On—1Xn— Go Xi An-2 Xn — Ay Xe di X,—- Ay Xn-1 ao 


8. Considérons l’équation aux dérivées partielles 


en OF a Of 
4 AnXn Xe + ee 40%) OX, 


ae 


12 COS TR) 0 
| (ras + (aya X aXe He ++ (Xn ao Xnas) ae Fat Hf ? 


oe 
- 
- 
— 
‘ r 
7 Five : 6 
D 2 
ait + 
APE 
P fo » 
A . k of 4 
- ae yy Pans of 
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oùæ, X,,..., X, sont des variables indépendantes, / une fonction 
inconnue de ces variables. A l’aide de ce qui précède, on peut trouver 
la solution générale de cette équation en fonction des, "2, «ees eas 
le résultat ainsi trouvé est simple. Au lieu de suivre cette voie, nous 
partirons du résultat que nous nous contenterons de vérifier et nous 
en déduirons une nouvelle démonstration de la règle II. 

Soient toujours z,, ..., z, 2 solutions de l’équation (1) formant un 
système fondamental. L'expression 


ds , dots, y ds 


À FX ns : Pre ‘ — const. 


Y; = X.3;+ ee + Xa 


est une solution de l’équation (12), z; étant une des quantités z,, ..., 
z,. Il suffit de le vérifier. En substituant, on a 


dz; 
An Xn; ai (Gn-1 Xp ii: Ay Xy ) dx 


3 d?3; (jai a u 
+- (an-3Xn— A X2) FG he es (Gy Xp — A) Xn-1) aa “a 
dz; d' 3; 
+a (x is eee 2 pet XFS). 


Après avoir supprimé les termes qui se détruisent, il vient 


X os dz; ds; rs; 
n|An£i + Cnet Fe Fr An-9 da? HF... + @o aan: 


résultat qui est évidemment nul. 


On a donc, pour I’équation aux dérivées partielles, les solutions 
suivantes 


as; d?3; d” 2» dr-1 = 
5 7 5 7 Si 

Xe: —— Xe l t aA dat | == a an 2 Ae dent —— const., 
2 daz, d? = d-2 7 dnr-1 > 

Zz Ses. PQ ar 2 TE #9 ns ee : 

(3) X, 2, + X, oe X; ra Dee EX PES. NT = const., 

SERRE CO PR ET TE ONE OO NE a A LS ) 
dz, as qd” Pa d'-13 
= en r ~ r ~ 

| Xi5 + Xe fla DU dE Cu 1 KR Ta +X, pea = Const. 


Comme on le sait, ces équations, résolues par rapport à X,, X.,..., 
X,, donneront les solutions des équations (11); or l'expression de X,, 
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tirée des équations (13), est l'intégrale générale de l'adjointe de la 
Fee ligne. Donc les solutions correspondantes des adjointes sont liées 
par les équations (11). Comme il est facile de remonter des € 
tions (11) aux équations (9), on retrouve ainsi la règle IT. 


9. On vient d’établir le résultat suivant : 


4 ail St l’on considère l'équation aux dérivées partielles 


f of of 
Anln = — + (An-12,— a 
rhe - "Ox, 4 ( m1“ Nr AX) 0x5 
of 0. 
SO 20 Bah =e (Gy Tr dont) 5 
's A 
CA. TE, . . , . 
OÙ L, Lys Ly, ..., Ly sont des variables independantes, f une fonction 


inconnue de ces variables, l'expression 


Sy d 3; d” 2; GIO 8 rae 
Vi 013; +8, 7 Bee yt et end one Ln RET Const. 
est une intégrale de l'équation (12), pourvu que z; soit une solution de 
l'équation différentielle linéaire ordinaire 

dz d'z d'z 
I ane Lt an ae Shae tie == OG 
(1) PR 7. CLIP dx? 


D’après cela, chaque fois qu'on aura une solution de l’équation (1), 
on pourra en déduire une solution de l'équation (12); la réciproque 
est vraie sous certaines conditions. 

En effet, soit une intégrale quelconque de l'équation (12), cette 
intégrale sera o(Y,, Y,,..., Y,); supposons-la holomorphe dans le 
voisinage de æ, =x,—...=—=x,—0, en la développant suivant les 
puissances croissantes de la variable, on aura 


; n 0® n dz; 2% 
ARE Ys, ONU Yn) = const. + a À x: Wy), +, dx Galea : 


ad n d"—-1z, 0% ” 
La emg ht 


Supposons que les termes du premier degré, dans le développement, 


id Le Oh a tous nuls : vette expression | 


rE ae eis 
(i, ne a" ig 


sa () nd 


IV. Si f(a, %2,..+5%p,x) est une solution de l'équation (12) holo- 
morphe dans le voisinage der, ==. = 243 GO, On obtenue 


U 


solution de l’équation (1) en prenant le coefficient de x, dans le dévelop- 


pement de f par rapport aux puissances croissantes de x,,...,æ,, toutes 
les fois que ce coefficient nest pas nul. a 


ee 


Les résultats III et IV permettent de ramener la recherche des solu- 
tions communes à un système d’équations différentielles linéaires or- 
dinaires, à la recherche des solutions communes à un système d’équa- 
tions différentielles linéaires aux dérivées partielles du premier ordre 


et cette question se fait, comme r on sait, par la théorie des systèmes 


complets (*). 

S’il s’agit d'équations algébriques, on leur fait correspondre d’abord 
des équations différentielles linéaires ordinaires à coefficients con- 
stants. 

Un exemple éclaircira tout à fait les considérations précédentes. 
Cherchons, par exemple, les conditions nécessaires et suffisantes pour 
que trois équations différentielles linéaires ordinaires, dont la plus 
élevée est du cinquième ordre, aient deux solutions communes. 

Soient donc les équations 


(a) | dE’ + ay ENV QE" + a3Ë" + QE! +- as& = 0, 
(b) Dee gre ti ye + bsE=0, 
(c) Cher Tees og ON Se ieee es + ¢cs&=0. 


(1) Voir Goursat, Lecons sur les équations aux dérivées partielles du premier ordre, 
p- 55 et suiv. 


ae ME. jf | 
(ar — Vu es (4% — Ay £3) p + (a3 24 — Mt) 


er : ye 
; 4 mh a | + (am ae) JE + a HE +a, =, Pex. 2 ae 
‘< La. (B)_ (B42, — bia) D + AR Sd TR Put MS aon BRIE ge me — 0 ; : 
ASE | #3 ‘ JA 
2 ; V i 0 - f | É 
a eo (a, — ces) DE + nistelinie een ele hlelslelos e Mis) eh vsivel it. etes eue ces SONO 210% ; a, à 
% | | L 
re F, Je remplace les équations (B) et (C) par les combinaisons tae 
by (A) — a,(B), c,(A) — a,(C). Jobtiens ainsi a 
y | 
: De of = Of 
L 5 (a) errr CL ae ect = 3 Oa, a! * Oa, ES ji = 0; ge. © ; 3 
( of Saale , . 
(B) Pig 1 DIRE Haag Do MA TON DR crie ' 4 a be 
OÙ, .:., CAE B,, ..., 8; sont fonctions de x seulement é | i - 


4=aby—aQh, 


$i les équations (a), (6), (c) ont deux solutions communes, . 

d’après le résultat III, ilen est de même des équations (A), (B), (C), | 

et par suite des équations (A), (x), (B). Si donc on complète le sys- | 
= tème, on doit obtenir quatre équations, puisqu'il y a six inconnues. 


+ Remarquons que la parenthèse ‘ 
(a, B) =o. 
Considérons 
| n=5 
0 
WS = ee 
n=1 ; 
* 
a et supposons que, dans le matrix 
| wee © Oy A, Az, A, Os 
.* 5 8B, Be Bs Pr Bs |, 
“+ PORT ys JE wks € 
Ann, de l’Éc. Normele. 3° Série. Tome VIII, — Décemere 1891. s 46 
y a 


+ à | $ à 
3 é 
à . + 
wn 
’ 
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tous les déterminants ne soient pas nuls. Soit 
d=] 6, Pr Bs | Fo. 
Pas, h 92 7s 
Alors, si l’on pose 
xd a n=5 of n=5 of 
(A,B) = Mange =0,  [A,(A,@)] = De gg = 
n=1 n=1 
on voit que les conditions nécessaires sont les suivantes : 
Il faut que, dans le déterminant 
| Oy Oo Us y as 

Bi Pr Bs Bs Bs 
71 .. 710 Ys > 
Cee Sap ek eg 
&y ete er i . es 

tous les mineurs obtenus, en supprimant une colonne quelconque et 

soit la dernière ou l’avant-dernière ligne, soient nuls. 

Ces conditions sont suffisantes. En effet, si elles sont remplies, les 
équations (A), (a), (8), (A, «) forment un système complet, et les 
trois dernières équations peuvent être résolues par rapport à ee 

“Ca 
of of -.: ere) : 
dx,’ da,’ Puisque à “0. Alors l’équation (A) pourra être résolue 

« ee | | 
par rapport à of puisque a,o. Or les coefficients des nouvelles 
équations sont holomorphes dans le voisinage de 2 — x, et de 
“L,= Li L, = XL, = x, = 0; donc, d’après le théorème de Mayer sur 

oh les systèmes complets, il y aura deux solutions communes holo- 


morphes dans ce voisinage et se réduisant à æ, et a; pour w= a, et 
x,= xX, = «x,—=0; d'après le résultat IV, on déduira de ces deux 
intégrales deux solutions de la forme Y,, Y,. Ces solutions sont indé- 
pendantes, car, si l’on avait AY, +uY,—o, en y faisant æ —x,, 
D, == La L,—= 0, ON aurait Ad, + æ,— 0, ce qui est impossible, 
puisque x, et a; sont des variables indépendantes. Enfin, des expres- 

s sions Y, et Y,, on déduira deux solutions communes, indépendantes 
pour les équations (a), (0), (c), d’après le résultat IV. . 
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- ats On peut rapprocher la notion des équations adjointes d’une 
es | équation linéaire de la notion du système adjoint à un autre système. 


G est M. Picard qui m’en a donné l’idée. 
Soit un système linéaire d'équations 


On sait qu'on appelle système adjoint à ce système le système 


dz, 
Er =di31 + bi3: +. eet Leen 


dz, 
ae = = Ay 5,+ hat. + ban, 


Te On t+bnti+. ele 


az, = 

a = — aL, — a,2,—...—ankn, 
dl. 

Te = hs br — == bli, 
d£n 

ge eee le VS l Zn: 
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«+ 


Les solutions de ces deux systèmes ont entre elles une liaison re- 
marquable. Pour la mettre en évidence, multiplions les premières 
équations parZ,, Z,, ..., Z,,les deuxièmesparz,, ...,3,, et ajoutons; 


il vient 


323 


ou 


aL d , 
Se: ne 2 (Zisi+ 52 +...+ lin) 0. 


Z, 3, + Zo59+...+ 72,3, const. 


Si donc on a les solutions du premier systeme 


1 1 ras 
Sys Say eae) Sn 
2 2 3? 
Bis 9) ++. Sn 

’ , F qu à 
n n git 
349 Bo» Q 3 Sn 


364 ‘CEES. 


on en déduira celles du deuxième par les égalités 


Z,s'+Z,s4+...+2Z,3;, = const. 
7,3; + 2,32 +...+ 2,37; = const., 


Lis? + 2,27 +...+ 7,55 = const. 


qui donneront 
Lig as, eee Ve 


Cela posé, soit l’équation linéaire 


dz iy t's. ty ae-*s Oe 
(E) ee er ae ee 
At ana ps VaR Ay 


pour avoir les notations précédentes, posons 


a 
Il 
à 
& 
8 
Il 
a 
Q 
8 
| 


dx & Z,— a 
din a 
dx ao Zn LES 

es, Éd OST le DE re MER TA EE ‘ 

dL, _ an-1 

EE NE ay La], 

nn An 9 

Line 
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Entre les Z et les z, on a les relations 


2,5, + Zy3.+...+Zn5n = const. 
ou | 
ds d?z Chea Nb. 


1,5 + Ly + by a+... +1, Ta = const. 


Si donc &,,&,...,&, sont n solutions de l'équation (E), nous aurons 


: 24 : ad d? dr-1 
? . Z,é, = If a = La ao eee ey A Ss const., 
es d £ dt, 
LiË2 + Le aif Z; Ps +... en = const 3 
dé, dE dire Fa sa 
Lien + Z2 ae + Z; da? +... RU re =— Const, 


Ces égalités montrent que si, dans les équations (6), on élimine 
tous les Z, sauf Z,, on a l’adjointe de Lagrange de |’équation (E); si 
l’on élimine tous les Z, sauf Z;, on a l’adjointe de la Æiè"e ligne de 
l'équation (E). 

Remarque. — Le système (b) n’est autre que le système (11) du 
noid: 


DEUXIEME PARTIE. 


CHAPITRE I. 


EXPOSITION D'UNE MÉTHODE DE CORRESPONDANCE DOUBLEMENT INFINIE. 


v 


1. On sait que Laplace (') a indiqué une méthode qui fait corres- 
pondre à une équation différentielle linéaire aux dérivées partielles 


(1) Voir Leçons, etc., loc. cit., par M. Darboux, t. Il, p. 23 et suiv. 


pe) af De 
ae 


du deuxième ordre de la forme = 


Os bay ns 
(E) dx dy “0x +09 terne, \ 


> ’ 
an 


were. 
LES LA © 
> ; 
Des 


À oe bs 
bd | 7e > va ie : =. 
où a, b, c sont des fonctions de x et de y, 3 une fonction inconnue de ~ 5 


ces variables, une double infinité d’autres équations de même forme = 
es (E-p), +++, (Eu), CE), (Ei), «+» (Bg), +++) 7 


cette correspondance étant d’ailleurs telle, que, si l'on connait une 
solution de l’une quelconque de ces équations, on connaîtra la solu- à 
tion correspondante dans toutes les équations. | 


2. Nous allons montrer comment il est possible, en partant des 


équations formées dans la première Partie, d’imaginer une méthode 


analogue pour les équations différentielles linéaires ordinaires. 
Soit donc une équation différentielle linéaire ordinaire 


x 
d"z rhs aes ‘ L 
(E) Cae Ue eee + AEE + la 0. 
‘yt 
Considérons son adjointe de Lagrange £ 
diz dr-! 
(E,) dan (98) — Goya (2) +... + (ile = 0 id ‘ 
ou | à 
dz, d'-13 dz 
(E;) UE De D peer ++ +hazo. 


Considérons ensuite, pour cette équation (E, ), l'adjointe de la pre- 
mière ligne; soit 
a” z. d” a 


(E2) PPT Hee pe LI HN 


az. 
dx 


+ Le O, 


continuons de cette façon, c’est-à-dire formons l’adjointe de Lagrange 
de l'équation (E,); soit l'équation (E, ); puis l’adjointe de la première 
ligne pour l'équation (E,) et ainsi de suite; nous obtenons une suite 
d'équations 

(E), CE), ..., (Ep), 


Il est incontestable, à cause du résultat I de la premiere Partie, que 


am à EN FE | Et \ : 


me air) k * 
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la connaissance de l'intégrale générale de l'équation (E) détermine 

32 ge an 2 , . D , 2 u L 

l'intégrale générale de Pequation (E, ) ; celle-ci détermine l’intégrale 

générale is l'équation (E,) et ainsi de suite. Done, de l'intégrale géné- 


rale de l’équation (E), on peut déduire l'intégrale générale sds Péqua- — 
Home De : , 


Comme dans la méthode de Laplace, nous pouvons encore fone 
une autre suite infinie en partant de l’équation (E). En effet, prenons 


ladjointe de la première ligne pour l’équation QE Soit a" 
¢ & ‘ 
dn a Gia oe de . 
(E_;) di =? 4 ee +... | 1e, a of aks == 0: 


Prenons ensuite ladjointe de Lagrange de |’équation (E_, ), soit 


‘ L x 24 Fi 
(E:;,) 9 Poe + pre hoc pS re Ce me SELS 10; 


et ainsi de suite; nous formerons une suite infinie d'équations 
(E), (E_;), DOME] (E_,), 


qui, pour les mémes raisons que précédemment, est telle que la con- 
naissance de l'intégrale générale dé |’équation (E) détermine l’inté- 
grale générale d’une quelconque des équations. 

En définitive, nous avons formé une suite doublement infinie 
d'équations 


LE (2941) /» (Es), goes) (E_,), (E), (E,), Cuca.) (E,,), (Ez p41), 
La propriété fondamentale est : 


i, Étant donnée l'équation (E) et la suite doublement infinie qu lu 
correspond, st l’on connaît l'intégrale générale de l’une quelconque des 
équations de la suite, on pourra trouver, sans intégration nouvelle, l’in- 
tégrale générale de l'équation (E). 


En effet, supposons que l’on connaisse l'intégrale générale de l’équa- 
tion (E,,,,) par exemple, et considérons la suite 


(Es p+1 ) (Em LE) (E). 


L’équation (E,,.,) est, nous venons de le voir, l’adjointe de La- 


J. CELS. A LR: 
l’adi 


Cu 


range de l'équation (E,,) : done "equation (Ep) € 
Lagrange de l'équation (Ep+ équatio n (Bop à 
eh pour # que son ( (Ep, ee e sul 
E). L'intégrale néral e de l'équation En) dét 


rune ce l’on avait pri ig tne aes équations YH 


Cet [E (2921) lb 118) oo bie 


( ue it proposition I qui donne we ret fetter 


éveloppée tient uniquement à la réciprocité entre une — tee 
uation et son adjointe. Grace a cela, les ae des diverses équa- 
.  tionsde la suite se déduisent d’une certaine manie ré quand ons ve 


suivant un certain sens dans la suite; elles se déduisent De ns 


"analogue quand on retourne en arrière. 7 * 

Cas A6 "On! peut aller plus loin. et montrer qu’il y a une Re 

L univoque entre toutes les équations d'ordre par "4 
; Nr 8 | Pace, ap i, (EL Re OS yee ? 
LE . 
c’est-à-dire que d’une solution particulière de l’une een des 
équations de cette suite, on peut déduire la solution correspondante 
de | l'équation (E). a : 
Considérons, en effet, les trois équations 7 
? 
(BE), (E,), (E,), 

a 


oo ‘ss l'équation (E, ) est l’adjointe de la première ligne pour l'équation (E, ), 
14 | | si JR tandis que (E) est l’adjointe de Lagrange de l'équation (Er); dans ces 
conditions, nous avons vu dans la première Partie (n°6) be a. « 


: ee 
% ee 
zi La considération de la suite 1 
wi 4 | 
% (E) (BE), (EB) 
ar entrainerait la formule 
~ d 


7 39 —— —— 21. + " 


+ 


Nous arrivons ainsi à 
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(1) ei ee VOS Pree Sa 


dally det, ide hp, de"? 


Supposons maintenant que l’on connaisse une solution particulière 
de l’équation (E_,,). Soit la suite 


(E_2,), (Bags ys (FE, ). 


L’équation (E_,,,,) est l’adjointe de Lagrange de l’équation (E_.,), 
et Péquation (E_,,,.) est l’adjointe de la première ligne pour l’équa- 
tion (E_,,.,). Donc 

= — 1 d 24 

Se Dai eee ea 


D’ot la formule 


(2) ee tout, 
tS ES lag) dx (293) az dx (pes x? 
ou enfin 
‘ * PA 
(3) dde dar [Less dr. 
. Remarque. — Cette dernière solution renferme des constantes arbi- 


traires, mais il existera toujours des valeurs de ces constantes, telle 
que la formule (3) donne bien une intégrale de l'équation donnée. 
La suite des équations d’ordre impair possède la même propriété 
que celle des équations d’ordre pair. 
En effet, de la signification des équations 


[E_(eg-1)], (B-25), LE (2941) | 
on tire 


ou, en répétant, 
(4) P Pi) dat di em de la, ds "tt!" 


De méme la consideration des équations 
à (Egp-1), (Ep) (Esp+1) 
Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome VIII. — Décemsre 1891. yy, 


à - 
se ¥ 2 


3 4 


et, par suite, 
rigs a ha vias (ihe Kye! 


(5) BPM Te de lp» da dal da” 
ou encore 
(6) a4 = fl, dx { 1, dx. . wf lp Sept dz. 


Pour nous résumer, voici toute la méthode exposée dans le résultat 


suivant : ® 


Il. On peut à une équation donnée (E) faire correspondre une suite 
doublement infinie d'équations 


(E_(2q41))> (E_2¢), aS Us) (E_,), (E), (E;), MAX | (Esp), (E2p+1 )» 


La connaissance de l'intégrale générale de l'une quelconque des équations 
de la suite détermine l'intégrale générale de l'équation (E); la connais- 
sance d’une solution particulière d’une équation d’ ordre pair détermine la 
solution correspondante de l'équation (E), sans quadrature, st cette équa- 
tion d ordre pair est à droite; par des quadratures, si elle est à gauche ; 
enfin, la connaissance d'une solution particulière d’une équation d’ordre 
unpair détermine la connaissance d’une solution particulière de l’adjointe 
de Lagrange de la proposée sans quadratures, si cette équation est à gauche 
; la suite; avec des quadratures, si elle est à droite. 


4. Dans certains cas, la méthode précédente ne fera pas corres- 
pondre à une équation une infinité d’autres équations. On va indiquer 
les cas où cela se produit. 

Remarquons d’abord qu'une équation a toujours une adjointe de 
Lagrange, même si les coefficients J, A, ..., par exemple, sont nuls. II 
n'en est pas de même quand on considère l’adjointe de la première 
ligne. Celle-ci n’existe plus, en effet, lorsque /= 0. 

On ne pourra done pas obtenir l’adjointe de la première ligne d’une 
équation dans laquelle il manque le terme en 3. 

La suite des équations sera terminée à droite, à la première équation 
d'ordre impair qui n’aura pas de terme en s. Elle sera terminée à 


| 
F 
| 


re, Pe ‘is dit di dd 


SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ORDINAIRES. 371 


gauche à la première équation d’ordre pair qui n'aura pas de terme 
en z. Dans le premier cas, l’équation (E,,,,) a comme solution parti- 
culière une constante, d’où une solution correspondante pour l’équa- 
tion (E,); dans le second cas, on aura une solution correspondante 
pour l’équation (E). 

Quand les circonstances dont nous venons de parler se produisent, 
on peut encore continuer l'application de la méthode, soit qu’on étu- 


“4: ; . az, - ; , 
die l'équation (E,,.,) en posant —— =4, soit qu’on débarrasse l’é- 


quation (E) de la solution trouvée, quand il y en a une, ou que l’on 
prenne une intégrale premiere de l'équation (E) quand on connaît une 
solution de l’adjointe de Lagrange. 


CHAPITRE IL. 


APPLICATION AUX EQUATIONS QUI GÉNÉRALISENT L’EQUATION DE GAUSS 
RELATIVE A LA SERIE HYPERGEOMETRIQUE. 


1. Les équations qui généralisent l'équation de Gauss relative à la 
série hypergéométrique sont de la forme 
d” Gas dz 
he Sie ae = + lz=0, 
(E) Cm en ae pg 0) 
dans laquelle a est un polynôme de degré n au plus, 6 un polynôme 
de degré n — 1 au plus, etc., / une constante. 
Si nous calculons l’adjointe de Lagrange de l'équation (E), nous 


trouvons 


drs, , ( CT Pag Care 
or t ee Ae dx"! 
(Ee à naa de 4, |= ay 
| 15 | OA AT oe dx OE ae 
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D'où ce premier résultat : 
I. L'équation (E,) a la méme forme que l'équation (E). 


L’adjointe de la première ligne pour l’équation (E,) est (*) 


“RE dn— n— n 
(Es) OS (ays) — OO (oye) + Ey asi (hea = 0 


ou encore 
a” Zo G7 Bs 
Cran da” +[(n-n 3 - dx bh der 
(n—1)(n—2) da db AT" #2 "re: 
+(e da Sih ae eee Age tt Oe 


d’où ce résultat : 
II. L’équation (E,) a la méme forme que l’équation (E, ). 


Ill. Le coefficient de z, dans l'équation (E,) est le même au signe près 
que celui de z, dans l'équation (E,). 


Ces résultats montrent que toutes les équations de la suite sont du 


même type que l'équation (E ); il nous reste à former l'équation (E,,). 


Si, dans l'équation (E,), nous remplacons a,, b,, c,, ... par leurs 
valeurs en fonction de a, b, c, ..., nous trouvons 


E d" 22 da o) RE LE PACE AT RS dm? 3, aes 
(E) Tr Al ; dar dz de dar SR : 


On passera de l'équation (E,) à l’équation (E,), de la même façon 
que l’on passe de l'équation (E) à l'équation (E, ). 

En se fondant sur la loi qui permet de passer de l'équation (E) à 
l'équation (E,), on peut écrire sur une même ligne les valeurs absolues 
da da 
dx’ dx?” 
sièmes, ... termes pour les différentes équations. On a le Tableau 


des coefficients de a, -» dans les premiers, deuxièmes, troi- 


(1) Voir, dans la première Partie, au n° 6. 


+ ’ 
ae ar, 
* 
is, = ‘ 
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suivant : 
ee da. da da 
dx dx* de 
BOUT OE) apatites er re ae sarl I 
» (E,) es Male eue I Lee ER ARS Ne 
We (Big re ne pt ie ae 6 10 
PEE ati wfelzeial als n dette es 1 ea) . 
CRS, CANE ‘ p ADS LAN SGP EN EE) 


ne) 10:03 
LE ns 


MS Esp: Set I VES IEE) ee Ps CN Soe irhe ea nee rem 


»  [Esp+n]...... Te 


dans lequel on obtient le terme d’une ligne en prenant la somme du 
terme correspondant et de tous ceux qui le précèdent dans la ligne im- 
médiatement supérieure. Au reste, l’écriture du Tableau précédent est 
rendue tout à fait facile, en remarquant que les termes en diagonale 
forment un triangle arithmétique. 


CAO CR OP e Wheiel (6 eguie, ONCE CE ie. € 


Remarquant ensuite que les coefficients de 6, > = +: sont les 
A d . Ly 97 
mêmes en valeur absolue que ceux de a, > --., on voit que l’équa- 
. q Lan q q 
4 tion (E,,) est : 
2 SRE 
1 2p a2 2p 
; © “dae +( Pda dE ) GPL 
4 2 n—2 g 
4 É | ee = ee Ps a | i Pay 
* 
| (7) (Bap) AK co DA A att Tahoe d'a 
5 n! ae 
J n—1 bp 
É nmP(p+1)..(p+n—2) d 2e jee 
Fc PE nt ane 
L 


Par un procédé tout pareil, on formerait l'équation (E,,) ; on obtien- 
drait une équation qui se déduirait de l'équation (E,,) en changeant p 
en — q. 

Enfin on formerait l'équation (E,,,,) en prenant l’adjointe de La- 
grange de l'équation (E,,). 
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Les formules (1), (2), (5), données dans le premier Chapitre, 
deviennent, dans ce cas particulier, 


dp 

(8) sm aa? Sap 
Ci 

(9) Baog = Fg 
dp 

(10) : 42p+1 — dx? sd 


Comme nous l’avons fait remarquer, la suite des équations se ter- 
mine lorsqu’une des quantités / s’annule; les formules précédentes ne 
sont donc valables que sous certaines conditions. Ainsi, la formule (8), 
par exemple, n’est valable qu’autant qu'aucune des quantités /,, /;, ..., 
bp, ne s’annule. 

2. Lorsque l'équation (2) n’a pas de termes en z, elle admet comme 
solution particulière une constante. C’est ce caractère d’intégration 
que nous allons étendre par la considération de notre suite. Cherchons 
donc si, dans la suite, à droite, il y a une équation pour laquelle il 
manque le terme en s. Ce fait se produira pour la première fois pour 
une équation d'ordre impair. En effet, si /,, = 0, comme, d’apres le 
résultat II, ¢,,_, = dsp, il faut que /,,_, = 0. En écrivant/,,= 4, _, — 0, 
nous trouvons |’équation 


Phrase À) d'a 
( ) n! dak 
Il « 
1 pP(p+1)...+ (p+n—2) d’—-1h 
Ae 1)! dxr-1 re 


+ (—1) 0: 

que nous appellerons l'équation algébrique correspondant à l'équa- 
tion (E). Cette équation est l'équation déterminante du point critique « 
quand l'intégrale générale est régulière autour de ce point. Si cette 
équation a des racines entières positives etsi = est la plus petite, ona 


Lt = 0; 


l’équation (E::_,) a pour solution particulière une constante, et, à cause 
de la formule (10), l'équation (E,) a pour solution un polynôme de degré 
5— 1. Si l'équation (11) a des racines entières négatives et si Cest la 
plus petite en valeur absolue, l'équation (E_,) a pour solution une con- 
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Stante et, à cause de la formule (9), l’équation (E) aura pour solution 
particulière un polynôme de degré €. 

D'où les résultats : 

IV. La plus petite racine entière positive € de l'équation algébrique 
correspondante indique, pour l’adjointe de Lagrange de l'équation pro- 
posée, une solution qui est un polynôme de dre ET. 


. V. La plus petite racine entière négative (en valeur absolue) — € de 
l'équation algébrique correspondante indique, pour l'équation proposée, 
une solution qui ést un polynôme de degre C. 

Effectuons la vérification de ces résultats. Posons 


ASae® + et LE aga È +... On 0 + Op, 


b= Bam! + Bia + Boo? 4+...4+- Bn, 


Soit 
oe erp 1). (p— ni) C6 p(p 1). (P= Na) +. net pA, 
Hip) = pp —1)...(p —n +1) + Bip...( (p—n+2)+...+mp=pE,(p), 
fat) =%pP(p—?)...(p—n+1)+...+aPp(p—) =p(p —1)F,(p 4 


Paces cain ne ee ele sie Ne eee ie) (w/e) vhs nie ui ee nus te ee 6) wiigiga, 01.6 eee 6) "9: 0: “ele re, (6 @e 10 0° 61e. anal ere. 
ss 


(1 1 bis) 


fui (P) =Gn—1P>.-(P—-+1)+Bn—1 Po (p—A+2) = p(p— 16 Pre }, 


fo(P) =anp.p(p=n+n)=p(p—1)...(p—r+i)F,(p). 
Si, dans l’équation (E), nous substituons le polynôme 


Aa + A, aot At. Soe Az, 2 + Ay, 


: nous trouvons, pour déterminer les coefficients, les égalités 

: Ano), 

: A, f($— 1) + Ao f1(6) =9; 

A, f(E— 2) + Ar fi(—0)-F Ao fa(6 — 2) =0, 

r M omis ere ee f 
eee og ge t+ Ap fal — 9 +2) =o, 
ee ees on teas EEE EEE EE EEE EE TETE 
A Ag f(0) + Ege .+ Ary f(n) —o. 

4 

4 

Za 
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Sie = 0 iets 0,182. CO sme sont pas racines de l’équa- 

tion f(p) = 0, on pourra déterminer de proche en proche, a l’aide des 

équations (12), tous les coefficients du polynôme. Ce polynôme ainsi 

= déterminé, substitué à la place de = dans l'équation (E), donnera un 

É I sultat identiquement nul et, par suite, sera solution de cette equa- 

| tion. Mais l'équation /(p) = o n’est autre que l'équation (11), où l’on 

a changé p en — p; nous avons donc vérifié le résultat V. La vérifica- 

ion du résultat IV se ferait en substituant un polynôme dans l’ad- 
jointe de Lagrange de la proposée. 


+ 
3. Nous allons maintenant démontrer un résultat que nous éten- 
drons par la considération de notre suite. 


VI. St toutes les racines del "équation déterminante du point x sont ne- 
galives, pour que l'équation (E) admette comme intégrale générale un 
polynôme, il faut et il suffit que les logarithmes disparaissent dans le 
développement de l'intégrale générale autour du point critique ~. 


D’après les équations (12), il est bien évident que, si f(p) =o a 
toutes ses racines positives et si les logarithmes disparaissent, il y 
aura une expression de la forme 

At + At +... + Ari + Ag 
qui satisfera à l'équation, 2 des quantités A étant arbitraires ; récipro- 
quement, si l'intégrale générale de l'équation (E) est un polynôme, 
les logarithmes disparaissent dans les développements autour du point 
critique æ. 

Nous allons former les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
les logarithmes disparaissent dans les développements autour du point 
critique æ, et cela en supposant les racines entières et quelconques. 

Soient &,, +, &,, ..., &, les racines de l'équation déterminante du 
point co changées de signe et rangées par ordre de grandeur décrois- 
sante. Ces racines étant toutes entières, nous avons, autour du point 
critique oo, le développement suivant pour l'intégrale générale : 

Ag, LA qu LT HA ga T 8 Ag et Ag, DT + Ag ot AY tet, 
+logz[Ba,2%+-By,,.2%—I+... 
+log*z (Cy, rt Co, ati. 
+log* z[. 


AC a iy, 4 
Va fil + Ay, Ja Nes } = O0, 


else Pool 0 ot) Ê 


ER ro ee sl nr ielo tete eloltr FU DE ro ensle es offs 6 niv ere 7 ef al iacp te 


Le f( EC | D j . Ê a 
(RES ere le | D: 


Sy is. Otel e) enrtun te ele ele ele, el 


sr. 


es logaritimes deneminsne il faut et il suffit que 


Pour que 
ie 


Li | Fr x, + i 
x ae \ = = Oe C=, — + , : 7 x a 
i" 4 “ | er 
_ mais, d’après les équations précédentes, on voit que y 
# Bz, = Aas UM y 
+ Ca, = Autr + Au | ” 
Ms *. =” Dore Us + Ay, Ps + Ag, Was a 
+ 
% One Oo 31a & ac wee ees > 
Lo, = Aa, Uni + Aas Pn—2 + Aa, Dos D vi. * 
Les conditions nécessaires et suffisantes sont done 
(14) El à Va ne Vg os = Wy O03 
ae 2 ad y 
DU Ten tout mn -- 
3 ; | — I 3 
I+...+(n—1) ou os conditions. 
L # a* 


Si ces conditions sont satisfaites, le développement uniforme qui 
représentera l’intégrale générale renfermera les n constantes arbi- : 
CES OL PRE PA Étudions de plus près les expressions de u,, 
> Uy, TV LE] > % 5 
Des équations (13) nous tirons 

; ET | AC 


{ ‘ = 5 ad Mile tae ae 1) 


‘ Ann. de VEc. Normale. 3° Série. Tome VIIL. — Décemsre 1891. 48 


æÆ 
’ — 
r 
En 
ÉCOLE 
oo NY 
aid 
=e LE 


ne oie ey f (a ent Te fa 
-mettant en évidence, on arrive à 


2 Er AUS 
a ve a À 0 = ale ha ah y: 
+ T A ae > 
a , AN Po De même > … 
JE Vani 1 CE FREE 
et ainsi de suite; nous arrivons à * * AS UT 


ig | . Ba =A a (a. (DU, 
> 5 es | 1 : ad 


1) Ji: Aa, 


~ ee 


fs, à D: ae On verrait de la même façon que *. + oe 
wn : +. ul 
. Ss 

bel Ca, = ha (au 1) (as Ut Au aaa — 1) (aN : 


Par suite, pour que les ne disparaissent aufbur du point 
critique «, il faut et il suffit que les expressions LPS. 


ss Ge. (a —1) Us, gaa ‘ té +," LE 
se à i ee Oty +(%3—1) Un, Ge...(4,—1) V, a : 7 
À gt | “ (15) À og. -(a,—1) Us, Ga. (4 —1) Vay Og..-(O>—1) Wi, \ 
AS oe arin DORE 8: e ae ’ 
>. f ¥ ar) Una Gas + «(%n—1) Vina, Og.» .(&,—1) Wyo, esey «1° (an —1)@: 


ere soient nulles. — Le ° be 
Dans les cas où toutes les racines de l'équation determinants du 
JE, | point æ sont négatives, tous les ngmbhpes a sont positifs; done, dans la 
re suite des nombres de &,,... à a, il n’y en a aucun de nul. Par suite, . 
les conditions nécessaires et suffisantes pour que l’intégrale générale 
soit un | polynôme sont , à ; 
(16) U,—U=...= Be Vie, =Ÿ,4= ave ®. = 0g 7 
‘ L’extension que nous allons faire par l'emploi de nates Ste est 
celle-ci: si les racines de l’équation déterminante du point 2 sont 
entières et si les conditions (16) sont satisfaites, l'équation (E) s’in- 
tègre soit par des quadratures, soit même sous forme SALE | 
finie. 
; Auparavant, il est nécessaire d’établir une série de résultats préli- 
va minaires. 


sv 


4 
a 
: 
2 
| 
4 
| 
| 
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a Dans cé qui va Suivre, nous considérerons toujours la suite 
équations 


(S) + (Es), (E-741) DRE" (E), RE (Esp-1): (E2p); os 2 


où equation (E,,) a l'expression donnée par la formule (7) que p 
soit positif où négatif, et où l’équation (E,,.,) est toujours l’adjointe 
‘de Lagrange de l'équation (E,,). On sait que les formules de récur- 
rence (8), (9), (10) n'existent plus quand une des quantités / s’an- 
nule. Si donc nous voulons nous servir de la suite (S), lorsque ce 
fait se produit, il convient d'expliquer sa signification exacte. Suppo- 
sons donc /,,.,= 0. Si cette quantité n’était pas nulle, l’équation 
(E,,) serait l’adjointe de la première ligne pour l’équation (E,,_,): 
il n’en est plus ainsi lorsqu'elle est nulle. Pour avoir la signification 
de l’équation (E,,), supposons d’abord que /,,_, ne soit pas nul. 
Puisque l’équation (E,,) est l’adjointe de la première ligne de l’équa- 
tion (E,,_,), l'équation (E,,) s'écrit (‘) 

n—1 n—2 
(Esp) Sioa aris = Sees (Oap-182p) +... 


ral, 1e Er) epi Bap = 0: 
Si 0; elle devient 


qr-' dn-2 5 : 

(E,,) Agni (Vp-p) Dre (Bip-1%%p) +. + (— LD 122 10 

Sous cette forme, on voit qu’elle est l’adjointe de Lagrange de 
l'équation (E,,_,) où z,,., est considérée comme l’inconnue. 

D’après cette remarque, nous pourrons toujours nous servir de la 
suite (S). En effet, supposons que nous voulions passer de l'intégrale 
générale de l'équation (E,,) à l'intégrale générale de l’équation (E) 
en supposant que, dans la suite 


(E), DES; (E2p-2); (E2p=1); (Ep); sais (E,,), 


une des quantités / s'annule, par exemple /,,_,. 
La formule (8) permet de déduire les 7 solutions de l’équation (E;,) 


(2) Voir F" Partie, n° 6. 
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des x solutions de l'équation (E,,) ; puisque (E,,_,) est Padjointe de 


Fr 7 ie ‘j rons les 
Lagrange de l’équation (B,,) où —* est l'inconnue, nous au 


valeurs des dérivées premières des n — 1 solutions de l'équation (EE 
et par suite, en ajoutant la solution qui est une constante, nous pour- 
rons trouver les » solutions de l'équation (E,,_,). Puisque l'équation 
(E,,-2) est l’adjointe de Lagrange de l'équation (E,,_,), on pourra 
calculer toutes les solutions de l'équation (E,, ,). Enfin, de toutes les 
solutions de l'équation (E,, ,) on pourra déduire toutes les solutions 
de l’équation (E). 
Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant : 


VII. Quand on connaîtra l'intégrale générale d’une équation de la 
suite (S), on en déduira l'intégrale générale d’une quelconque des équa- 
tions de la suite soit sous forme finie, soit avec des quadratures ; l’une ou 
l'autre de ces circonstances se produira suivant le nombre des quantités l 
qui s'annuleront dans l'intervalle qui sépare les deux équations. 


5. On peut encore simplifier le passage des solutions d’une équation 
aux solutions d’une autre en étudiant de plus près la suite (S). 

Supposons toujours /,,_, —0,etsoientles équations (E,,_,), (Es,_,), 
(E,,). Solent y,, Yo, ee, Yas, const. les solutions de l’équation 
(E:,-,). Considérons le déterminant 


Nn Ye SONDE ET const. 
ti ! ! 
Yi LE ns 0) \s 
y 
(n—-1 An—1i) (n—1) 
NOUS SFO rel sop ger 0 


puisque l'équation (E,,_,) est l’adjointe de Lagrange de l’équation 
(E,,-,), on obtient ses solutions en multipliant par = le quotient des 
mineurs relatifs aux éléments de la dernière ligne par le déterminant 
total. 

Soit encore le déterminant 


Pu , a7 
Pi Ye ed yh Er 
” 1 mu 
J'1 Ye Lo J n—1 


2-1) ALES D) in—1) 
1 2 


Vo CES ET 
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puisque l'équation (E,,) est l’adjointe de Lagrange de l'équation (E,,_,) 


où —7 est considérée comme l’inconnue, on voit que l’on obtiendra 
dz, eae T : : : 

les valeurs de a 29 multipliant par = les divers quotients des mineurs 
relatifs aux éléments de la dernière ligne par le déterminant total. Les 
valeurs ainsi obtenues se retrouvent toutes parmi les solutions de 
Lae hd 

l'équation (E,,_, ). 

Donc la formule 

| d 


S2p—2 — Ae Sap 


s'étend à toutes les solutions de l’équation (E,,), sauf à la solution qui 
est une constante. Ainsi d’une solution de l’équation (E,,) on pourra 
déduire une solution de l'équation (E,, ,); mais la réciproque n’est 
pas vrale. 

Considérons maintenant l'équation (E) et la suite correspondant à 
cette équation +. 


7 


y , + 
Do (E), (CE), (E,), ose) (Esp -2), (B2)--1), (Ep) CE (Ez(p+g)-2)) (B2¢p+¢)—1)s (Es (p+))> 


Soit 


lsp-1 = 9; ls(prg)—1 = 0. 


La formule 
dr 


SA oP 


s’étend à toutes les solutions de l’équation (E,,,); mais la formule 


d 


Aap ir ee 


ne s’étend qu’à (x — 1) solutions de l’équation (E,,) [la solution de 
l'équation (E:,) qui n’est pas comprise est une constante]. De même, la 


formule 
da 


— oa 


(a) Z2p — dat 2(P+9) 


| 


LA eu 


: i hie aed : se 
, ne s'étend qu’à (x — 1) solutions de l'équation (E;,:») [la ue 
2 de l'équation (Eap+g) qui est une constante, n est pas comprise |; donc la 
; 
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formule 

dr+a 
(B) ip daer4d UE 


s’étendra à (x — 1) solutions de l’équation (E:,,:9) pourvu que, parmi 
les valeurs de s,, données par la formule (x), il ne se trouve pas de 
constante: autrement dit, pourvu que l'équation (E,,,, 4) n'admette pas 
de solutions qui soit un polynôme de degré g ou de degré inférieur; 
dans ce dernier cas, la formule (8) ne s’étendrait qu'à (7 — 2) solu- 
tions de l’équation (E,,,.4). | : 

De toutes ces considérations il est facile de tirer le résultat suivant : 


VIT. La formule s = — Sy S applique à toutes les solutions de U équa- 


lion (E:,) qui ne sont pas des polynômes de degré inférieur a p. 


6. Etudions la variation des racines de l’équation déterminante du 
point quand on passe d’une équation de la suite à une autre. 


IX. Quand on passe d'une équation à son adjointe de Lagrange, la ra- 
cine § de l'équation déterminante du point critique & est changée en 1 — &. 


En effet, l'équation déterminante du point critique « pour l’équa- 
tion (E) est 
NÉ NT hie PP... (p+n—3)+...+(—-1} =. 
Celle relative au point co pour l'équation (E, ) est 
ar(7r-+1)...(r+n—1)—(n?a—B)r...(r—n+2) 


+ | a(n pty |r abate. 


Il faut vérifier, par exemple, que le coefficient de « reste le même 
quand on pose p = 1 — r; autrement dit, que le produit 
P(P+1)...(p+n—1) 


se transforme en 


n?(n—1)? 


r(r+t)..(7+n—1)—n?r(r+1)...(r+a—2)+ = or ren —3)+..., 


quand on change p en 1 — r. 


’ 
| 
À 
, 


"oe ee eee! mi 
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Là démonstration est facile, nous nous contenterons de l'indiquer. 


On vérifie le résultat pour z= 2 et on montre que, s’il est vrai pour n, 
il est vrai pour n +1. 


On démontrerait de même : 


X. Quand on passe d'une équation à son adjointe de la premiére ligne, les 
racines de l'équation déterminante du point critique © changent de signe. 


(Si ladjointe de la première ligne n'existait pas, on changerait la 
première partie de l’énoncé en disant : Quand on passe d’une équation 
d'ordre impair à l'équation suivante d'ordre pair à droite dans la 
suite S.) | 

Les résultats IX et X donnent, quand on les combine, les suivants : 


XI. Quand on passe de l'équation (KE) à l'équation (E,,), les racines de 
l'équation déterminante du point «© diminuent de p; elles augmentent 
de q quand on passe de l'équation (E) à l'équation (E_,). 


Voici enfin un autre résultat, que nous nous contentons encore d’in- 
diquer. 

XII: Les racines des équations f(p)= 0, F,(p)= 0, Fe(p)=9, ..., 
F,(p) = o (voir les formules 11 bis) sont changées de signe quand on 
passe d’une équation à son adjointe de la première ligne; elles augmen- 
tent de p quand on passe de l'équation (E) à l'équation (K,, ). 

Soient les équations (E) et (E,,). Soit F’(q) l'expression du poly- 
nome F, pour l'équation (E). Soit F?(s) l'expression du polynôme F, 
pour l'équation (E,,). D’après le résultat (XII), nous avons 


FP) (¢ + p)= FY (¢q)- 


Done le résultat de la substitution de g dans Fest le même que le 
résultat de la substitution de g +p dans FY”. 

En particulier, sinous considérons une racine £ de l'équation f(r)— 0 
relative à l’équation (E) [/(r) =o est l'équation déterminante du 
point critique co où les racines ont été changées de signe], le résultat 
de la substitution de & dans F!’ sera le même que celui de la substitu- 
tion de + p dans F/; mais § + pest une racine de l’équation /(r) =0 
relative à l'équation (E,,) (d’après le résultat XIT). Nous avons donc 


le résultat suivant : 


384 J. CELS. 


XIII. Les expressions f, F,, Fy, ..., F, restent ingariantes pour une 
quelconque des équations de la suite, lorsqu'on y substitue les racines de 
l'équation f(r) = 0 relatives à ces équations, ou des nombres differant 
entre eux comme diffèrent ces racines. 

, 


Il suffit maintenant de regarder la composition des expressions U,, 
U,, .. pour en tirer le résultat suivant : 


XIV. Les expressions U,, Us, ..., ®, restent invariantes quand on 
passe d’une équation de la suite à une autre. 


7. Nous sommes maintenant en mesure de faire l’extension du ré- 
sultat VI. 

Une équation(E) s’intégrera sous forme finie ou par des quadratures 
si, dans la suite qui lui correspond, on trouve une équation ayant pour 
intégrale générale un polynôme. 

Cela ressort évidemment du résultat VIT. 

Il ne reste plus qu'à indiquer le moyen de reconnaître sur l’équa- 
tion (E) les cas où cette intégration est possible. | 

Il faut et il suffit que les racines de l'équation déterminante du 
point soient entières et que les conditions (16) soient remplies. 

S'il en est ainsi, lorsqu'on s’avance de deux rangs à droite dans la 
suite, les racines de l'équation déterminante du point o diminuent 
d’une unité; il existera done une équation (E,,) telle que toutes les ra- 
eines de l’équation déterminante du point soient négatives ; les condi- 
tions (16) étant remplies pour l'équation (E) sont remplies d’après le 
résultat XIV pour l'équation (E,,); done l'équation (E,,) a pour inté- 
grale générale un polynôme. 

Réciproquement, si une équation de la suite correspondant à l’équa- 
tion (E) a pour intégrale générale un polynôme, les racines de l’équa- 
tion déterminante du point + pour cette équation sont entières et les 
conditions (16) sont remplies; donc les racines de l'équation déter- 
minante du point + pour l'équation (E) sont entières et, à cause du ré- 
sultat XIV, les conditions (16) sont remplies. Donc : 


| XV. On peut intégrer sous forme entièrement finie ou tout au moins par 
des quadratures une équation (E) qui est telle que les racines de 1 ‘équa- 
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tion déterminante du point x soient entières et que les conditions (16) 
a 


soient remplies. # 


ons. avons déja examiné le cas où toutes les racines de l'équation dé- : 2 
terminante du point ec 4 2. dm Dans ce cas, si les conditions (16) e+ 
sont remplies, Jin e génér est un polynôme. Un autre cas in- - <i . _ 
_ 1”  téressant est cel toutes les racines de ]’équation déterminante du es 
a I o© sont positives et où les conditions (16) sont remplies. Dans ce — Fra. he 
L + MA générale + une =ra@a Op rationnelle. En effet, l’adjointe | F 
d première ligne est telle que l’équation déterminante du point fen? 
ait toutes ses racines négatives (résultat X). Les conditions (16) sont " f °° am 
encore satisfaites pour cette équation; donc elle admet comme solutions | 
particulières n polynomes. L'intégrale g générale de l'équation donnée : ‘ 
. est done une fraction rationnelle. » 
Zz Les considérations précédentes permettent encore d'intégrer une ” 
équation (E) lorsque, dans la suite correspondant à cette équation, se 
+ trouve une équation ayant comme solutions particulières n —1 poly- . ’ 
À é nômes. On verrait facilement, parmi les conditions Ai celles qui 8 
doivent être remplies pour qu’il en soit ainsi. = 
4 "On simplifie enfin Vintégration de l’équation (E) lorsque, dans sa . , 
suite, on rencontre une équation admettant des polynômes comme % 
. … solutions particulières, et il est encore facile de voir, parmi les condi- ¢ 
tions (16), celles qui doivent être remplies pour qu'il en soit ainsi. 
a 


8. Appliquons ces considérations à une équation déja considérée ’ = 
7 . par M. Goursat ('): © i 


" (17) (æ” pr) DE n es Pl Aa) n—1 “hee -+(Lez = Lge + +Mzs=o. 


L’équation déterminante du point critique æ est 
= 3 
Tr | FER. 4 n—1) Ar (rt)... —2) +... + (—1) Lr + (M 0. 
a L’équation aux racines changées de signe est 


0 - 
hr -< *—n- Ar(r—1). A(r— ….+Lr+M=—o. 
T(r) =r 9 - (rn Le r7—1). A(r=n+2)+. et br+ ) 


; wr 
7 
(1) Annales de l’École Normale supérieure, t. XI, p. 275 et suiv. 
es Ann. de l’Fe. Norm. 3° Série. Tome VIII, — DéceMBRe 1891. 49 


» * 4 


oD P 
Pree a 386. oe 
r à RE | Soit, en nine ae 
ig é * * ky Rak 
5 a a gi r(r- ) à. ae 


| % x. | _ Consit he a racine simple a 
a” ait, Bee ette racine étant telle qu 3 set 


dE racines. Nous aurons, pour le dév 


a 
#7 
apres | . 


AUS 


ial Mn Le autour du point critique 
sd ‘af 
= AA Es » * “> Ag+ Ait eA og Le 
he = les coefficients étant déterminés par les es ” j 
y © * A | à 
’ ” Af(E = 0, dr ve , 
‘ d LJG—D— Ang) Og ee 4 à 
e Af(E—2)— A QE —D=0, à +. a 
; - @ AYE-8) Aga) 0, 
. ME >} econ Tr à +508 CE" et 
+ # : de sorte que l'expression de l'intégrale est an ‘ Dy a 


et) &,. opt aye? : 
af EE i) + FE fea) L " . , 


. : 
9 () q(é =). p(E— a rly, * 
ey ERNE FED, 0 i 


Cherchons maintenant les cas où lee conditions (16) i satisfaites. 


d « Supposons donc que les racines de l’équation /(r) = o soient entières 
et rangées par ordre de grandeur décroissante. Soient — …". 
uu a 
' ‘; oe Ce , 
“ ee . * 
On voit bien facilement que e’ 
: * 
on 
U; = (4%) ®(a—1)...B(or-t1), EU FE: = Un=0, e 
Vi == O(c) O(a — 1)... Das +1), Vo... Vy ee, 
ME Pee ree ; a MR Tes Ed . 
P= dar) Des) Diet). 6 + ° 
Donc, pour que les conditions (16) soient satisfaites, il faut et il 
+ suffit que les racines de l'équation PES =o (à part la racine #) soient 
“ * En, a 
+ 7 * 7. 8 
. 


hs Sd 
La 


Oo ae nN 


co — 


LL 


LE] 


SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ORDINAIRES. 387 


sa G 9 A ! \ 
enlieres et comprises, l’une entre a, et a, sans être égale à a, l’autre 
entre a, et a, sans être égale à «5, etc. Si l’on remarque que l'équation 


o(r) =o est l'équation déterminante relative au point critique o, on 
a le résultat suivant : | | 


XVI. Sr les racines de l'équation déterminante du point critique «, 
changées de signe et rangées par ordre de grandeur décroissante, sont 


Gy Las «-., Ms St les racines de l'équation déterminante du point cri- 


ot 


tique o (à part la racine 0), rangées aussi par ordre de grandeur décrois- 
sante, sont B,, Bs, ..., By 3 st, de plus, les « et les B sont des entiers, et 
qu enfin $, soit compris entre «, et «,, sans être égal à a, B, entre a, et 
a3, sans étre égal à «4, etc., l'équation (17) s'intègre soit sous forme 
finie, soit par des quadratures; sz tous les « sont des nombres positifs, 
l'intégrale générale est un polynôme; st tous les « sont des nombres néga- 
tifs, l'intégrale génerale est une fraction rationnelle. 


Nous venons d’examiner le cas où l'équation (17) a, dans sa suite, 
une équation ayant comme intégrales particulières n polynômes; 
l'équation donnée s’intégrerait aussi s’il y avait dans la suite une équa- 
tion admettant comme solutions particulières n — 1 polynômes. Un 
des cas où cette circonstance se produirait serait le suivant : n — 2 
des nombres 8 seraient compris entre a, et a, «, et a,, étc., l’autre 
nombre $ étant infini. On intégrerait ainsi dans un cas où l’intégrale 
générale ne serait pas régulière autour du point critique o. Nous ne 
développons pas le cas où l'intégration de l'équation (17) serait sim- 
plifiée, quand, dans la suite correspondante, il y aurait une équation 
ayant comme solutions varticulières des polynômes. Ces cas sont 
rendus évidents par ce qui précède. 

Appliquons la méthode à un exemple. Soit l’équation 
d 3 dz 


(= 62: 2) a + 63 —0o. 


à dz à 
GE 2) es tit — 2x) 


* 
L’équation déterminante du point « est 


r(r+i)(r +2) —r(r+1)--6r C0 


elle admet les racines — 3, ---1 et 2. 
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L’équation déterminante du point critique o est 
r(r—1)(r—2) +2r(r—1) —2r=0; 
elle admet, a part la racine o, les racines 2 et — 1. 


Les racines de l’équation déterminante du point æ changées de 


signe sont 
3, ent 


et celles relatives du point o sont comprises l’une entre 3 et 1, l’autre 
entre 1 et — 2; nous pouvons donc appliquer le résultat (XVI). 
Considérons la suite 


(E), (E,), (E,), (Es), (E,), 


ou 
Gs ; d? z; dz 
E,=(z— 2) Te + (112*—62) 2 + (24a — 4) =o. 
2 ds, 2 d*z, dz, pat 
E,=(zx— 2?) a +(—52?+ 22) ae te ee 


D'après le résultat XI, les racines de léquation déterminante du 
point co pour l’équation (E,) seront 
ET 5, — 3; 0; 


cette équation a donc pour solutions une constante, un polynôme du 
troisième degré et un du cinquième. On trouve très facilement 


dz, dz, 


ae — 62 — 42-1. 


L'équation (E,) étant l’adjointe de Lagrange de l'équation (E,), où 


7, st considérée comme l’inconnue, les solutions de l'équation (E,) 
sont données par les formules 


dz I EE tar 

US o à a a ae € 

dx x x (æ*— ha)e ni 4 ? 

dz. I Le a= dx 
A 


ie oe ee te 


à 


nous trouvons ainsi 


dz, __ x*— hv ds; _ _6x27—4r+1 
= LP = — = Q 
dx x*(a—1)* dx æ*(æ —1)* 


s r OR. 4 
' Fi, x 
ol od 
- 
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D’après ce que nous avons dit au n5,. les solutions de l’équa- 
tion (E,) seront Ks 
Za = dt — 4%, Bo—0%— fx pr 
et ; 
LV — 4a? 62?— ha+i , 
a! fee ite Sn {= 
TL? he 62° —ha 1 | 
es) gai) 
= . 
° 
Cette dernière intégrale devient 
Li (62 — he +) a ie - (x*— 4x) D. à 
F Fie te ahs 
a 
les quadratures Rite | NÉCIÉ une constante, om a l'intégrale 
générale de AREAS (E,) par la formule - 
a “ti 2 — ha? “ir Es Ga geri 5 : 
= const. | (6. ha +1) a See jon [tes en a dx 


Pour avoir l’intégrale générale de l'équation (E), on n’a qu'à 
prendre la dérivée. On trouve 


PE + 
Z = const. (wea f = Sea aie (4a? —raat) [| Ong aoe |. 


Le —1) æt(æ—1) 


Les calculs une fois effectués, z renfermera des expressions algé- 
briques et des logarithmes. 
LA Li 
9. Il y a des équations qui se rattachent à la forme (17). Ce sont 
celles de la forme 


d"— 1% 


112 (2 — D a, a is 
| ey oy ae a as [Ay! à A Ly! q—- Pro ; aie 
a (18) 7. ic 
: | geet ale dyti + Jy? dy ATEN c 6. 
On passe d’une équation du type (18) à une équation du type (17) 


par le changement de variables 


jo a“. 
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€ à 

10. Revenons à l'équation (E). Nous allons appliquer notre mé- 
thode à la solution de quelques problèmes. 

Formons, par exemple, l'équation la plus générale de la forme (E), 
qui admet comme intégrales particulières x polynômes de degrés con- 
sécutifs p, (p +1), ..., (p+). Si nous considérons la suite qui 
correspond à l’équation cherchée, il y aura dans cette suite une équa- 
tion qui aura comme intégrales des polynômes de degrés 0, 1, 2,..., 
(n —1). Comme elle est de la forme de Gauss, elle sera 

«ès KE)= a TE =o, 
: 
a étant un polynôme de degré zn. 

On obtiendra l'équation cherchée en prenant l’équation (E,,) cor- 

respondant à cette équation. Ona ainsi — 


| dz ° da d-13 pp(p +1) d'a d*z 


da” daz dx" To “eds ant. 


eat 0 


Go) P(pH1is (ptr) aa 
EL CNT dz" 


Pour toutes les valeurs entières et positives de p, cette équation aura 
nintégrales qui seront des polynômes de degrés p, (p+1), ..-, (p+n). 
Pour les valeurs négatives de p comprises entre o et (— x), l’équa- 
tion (19) s’intégrera par des quadratures, et, pour les valeurs néga- 
tives de p comprises entre — net — «, l'intégrale générale de l’équa- 
tion (19) sera une fraction rationnelle. 

On trouve de la même façon l'équation la plus générale de la forme(E), 
qui admet comme intégrales particulières « polynômes de degrés con- 
sécutifs p, (p +1), .+., (p+a—1). En effet, si l’on prend la suite 
qui correspond à l'équation cherchée, dans cette suite il y aura une 
équation admettant comme solutions des polynômes de degrés 0, 1, 
2,..., (a — 1). Cette équation est done 


> 
ds 
Het na FG = 0, 


d' 3 qr-1 


Cig at Oi 
dat 1 dx"- 


a 


a étant un polynôme de degré z, a, un polynôme de degré (n —1), ete. 
Done, equation admettant comme solutions particulières « polynômes 
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de degrés consécutifs p, (P +1), .+.., (p+ —r) est la transformée 
(Ep) 4 cette équation, c’est-à- we l équation 


ds da dn-ts plp--1) da da, | d?-2z 
ar +(—p get) +| =, tae = Te + | Toa + 
+]. 1)" PAP ALY, AP DD Oe ys . 
: n! da" 
oe. DAME +a—1) d%a,_ 
+ ( 1e PLP —* ) | 50, 


où p a des valeurs entières positives. 
En particulier, le type le plus général d'équations qui admettent 


4 

comme solutions (72 — 1) polynômes de degrés consécutifs est 

. , AP a da 3 d®-1z p(p +1) da da,|d"-*z | 

Ê (21) der Paz 1) dani * 12 dg P re dan?” 

È 1 : 

; = n se n—1 

4 L +|(- ye ech Re 1)d'a. ne p...(p+n = 2) d see 
4 n! gar (n—1)! aan 

F | 

3 

* M. Hermite a considéré déjà cette équation sous une autre forme 
4 qu'il est bien facile de retrouver. +. 

3 Dans l’équation (19), faisons p = 1; nous avons |’ equation admettant 
| comme solutions particulières ? polynômes de degrés 1, Nr, 

E 

: Heme aad te  d*g di" z (— 14 Qa ns à 

: Bee de dei Ont ques pee aon 1 


4 L’équation de Gauss, qui admet comme solutions particulières les 
| polynomes de degrés 1, 2, ..., (n -- 1), pourra s’écrire 


d'z ST dn-1z d'a d'—?z d'a 
(_ de. | pea 


Pre ae Fe re eee pie. Mer 


b étant un polynôme de degré 7 — 1. Il suffira de prendre la trans- 
formée (E:,»_1,) de cette équation pour retrouver la forme de M. Her- 
mite. 

Il résulte de notre étude que l’équation (21) s'intègre pour toutes 
les valeurs entières de p, positives ou négatives. 
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11. Parmi les équations qui se rattachent aux équations de forme (E), 
nous citerons les suivantes : 


Zn 


(a NP TN EC nya) T ‘dy? 


dt-1z 
(By2-1 a Bi yi" To? 2 DS a By PK dc yein—typ) U8 dy" ee SA 


on passe de ce type d'équations à une équation de la forme (E), en 
posant 
TVR 
12. Etudions le cas particulier de l'équation du second ordre 


d*z dz | 

(22) M Li. ue” re do 

où a est un polynôme de second degré, b un polynôme du premier 
degré, c une constante. Dans ce cas, il suffit que l'équation algébrique 
correspondant à cette équation ait une racine entière pour que l’on 
puisse calculer l'intégrale générale. En effet, si c’est uneecine néga- 
tive, ona immédiatement un polynôme comme solution de la proposée ; 
si c’est une racine positive, on a un polynôme comme solution de 
l'adjointe de Lagrange et, par suite, une solution de la proposée. 
L'autre solution s’obtiendra par quadratures. 

Plaçons-nous dans le cas où l’équation algébrique correspondant à 
l'équation (E) a une racine entière positive », cette racine étant la 
plus petite s’il y en a une autre. 

Considérons la suite d’équations 


(E), ….) (Eon—s)s (Esn—1 ) (LE), 


L’équation (E,,_,) est alors 
. 


z | da , de 
(Bays) =a nt + [(m 41) 2 — b| te Lo, 


avec la condition 


23 4 = 
a3) 2 dx? 4 dx 


\ 


L'équation (E,,_,) a pour solution particulière une constante, et 


z 
4 
: 
a 
4 
L 
É 
3 
4 
2 
7 
j 


PN 


ME Lu de “Le! 


a 


à 


ce qui montre bien que > 
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l'équation (E,,_,), étant I’ adjointe de Lagrange de (E,,_,), a la solu- 
tion correspondante 


const. JT Me < Jar fie 
«a # 


= Const.a”e 


On déduit de là la Sr on correspondante de l’équation (E), 


dr-1 = b dx 


n a 
dan! pe 


(24) 3 — const. 


Cette formule convient, à la condition que x soit la plus petite racine 
entière positive de l'équation (23). 

Nous allons montrer que, dans tous les cas, la formule (24 ) donne 
une solution de l'équation (22), pourvu que » soit solution de l’équa- 
tion (23). En effet, posons 


Ma, 
Wes re) Ae: 
nous avons 
: ts) 
ey nar-t e Jae ——00"="¢6 J 4 
dx 


Différentions z fois en appliquant la formule de Leibnitz; on a 


DE da d'y , n(n—1) da dr17 


à dx? age da dx” 12 ae aa" 
eit wel ary Ga gab wd 7 
= dx 0) dan '” (» da? qe) aa 
ou 
(2) 204 n— 
oes CEE _ n(n+i) da re a’ eee 
nes dx” 12 dx? dz \ dirt 


et, à cause de l’équation (23), 


Cag saa d”y ream 


FE) oc = 
girl CBE dx” 1 


= est solution de l'équation (22). 


Remarque. — Dans one cas, la formule (24) peut devenir illu- 


Ann. de l’Éc. Normale. 3 Série. Tome VIII. — DécEuBRE 1897. bo 
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b 
iate’ * étai lynome de degré 
soire; ces cas se présenteralent si a” e était un polynôme de degré 
inférieur à 72 — 1. 
Appliquant la formule (24) à l'équation de Gauss mise sous sa forme 
ordinaire 


dz dz 
x(i—2) 55 +[y—-(a +B +12] F. — 2830, 


d. 
on trouve : 
ü ET à 
de (a+ $ +1 a 
z — const. et æ%(1 a æ)* ar et) 
ou 
d%-1 
2= const. ==; (40 (1 — aw)i-B, 


Lintégrale générale est donc 


A B—1 
1 —— nd a(B-Y) (1 — a)Y-%-1, 


alta (1 — x) C5 es 
yas 


= 


CHAPITRE IU. 


APPLICATION AUX EQUATIONS QUI GÉNÉRALISENT L'ÉQUATION DE BESSEL. 


1. L’équation différentielle linéaire ordinaire connue sous le nom 


d'équation de Bessel est 

datz ds 
E icine. Lois 
(E) po + m re x On 
nous allons appliquer notre méthode à l’étude de cette équation. Son 


adjointe de Lagrange est 


2 a d dis oP 
n — Ca 2, PU a : fé VER ’ ZT; 4 
(E, ) dx (a 5,) dx M41) me HS, — oO, eb dz? = (2 — m) Te —+- Tai 05 ‘ 
va É x | 
1 dz dz 
Hi.) . 1 RL ee 
(E; } x da 4- M: ae aa SES OD, 


EL 4 
4 


“onDinaines. . 


| va : oem : 
LP e pour I’ équation (B ) est. RS 
Nef NS Ta LA | 
bs LA i‘. Ze) — mB ao, ; 2 a 
RES i des prey set sche ; : | Ps 


+ £3,—= =O; 


lip d 

: Tat + (2p) GE + ang = 0, - 
ppliquant la formule (1) du ee I de la deuxième Partie,ona = de 
ARE ‘ di d | “. a 
È Te 
105 dois étant en nombre p. AA 


Sim est un entier poole 2p, on voit que l'équation (Ep) est 


a. s : dz: dz 


aaa 2 PE +0 ou FE OT ap 
ne _elle admet les deux intégrales sinæ et cosæ. k 
Donc : 5 ps | l ‘) 
~ ik L asian | | 
> JE dx dz ig £ ? 
i . 2,3 TM te oo SSO 


yea oe ry. ; 
oe ‘ “ Fone . 
ou p est un entier eee admet les deux solutions 


Lo CA) Ses tamed a mo ait at d errr 
Pn | COS ee 
3 Pah TI Ar AE ai see 2 
le nombre des dérivations étant p. 
= De même : 
= : e 
Il. Léquation 
x . d*z és dz re, 
dx? alor DUR 
PC bh : 
2 ET. Pet : 
ae fis) TL Ca #1 
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où q est un entier positif, admet les deux solutions 


fadx fx dx... fcosx dx, fudz fade... fsinx dr, 


le nombre d’intégrations étant q. 
L'intégrale de cette dernière équation 


d*z dz 


"dat "I dz 


où g est un entier positif, peut se mettre sous une autre forme. En 
effet, l’adjointe de la premiere ligne pour cette équation est 


Sis, et z, sont deux intégrales de cette équation, deux intégrales 
de la premiere sont 


Donc : 
III. Les intégrales de l'équation 


, d?z dz 
dx? i dx 


i 
8 
a 
| 

= 


ou q est un nombre entier positif, sont 


pe Lcd RQ term A ie Ten aaa 
dx x dx x dx ve, ie ae eh 


le nombre des dérivations étant q +1. 


2. Ces résultats ont pu être établis parce que l'équation de Bessel 
ne change pas de forme par la transformation indéfinie qui à été 
employée. Il suflit alors de prendre l’équation la plus simple de la 
suite pour intégrer les autres. Il existe des équations d'ordre supé- 
rieur au deuxième qui se traitent d’une façon analogue : ce sont les 


+ ’ + 
tent ‘ “he 
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suivantes 
~ e 4 
(i) sat d"s a d's 


siege : dz 
Apa ae er + bar-3 Fora te + he + a 150, 


ou a, b, ..., h sont des constantes. 
L’adjointe de Lagrange d’une telle équation est 


n qdr-1 
(E, ) da (SV) — gant (4x"*5,) +. :. (1)? oz, 
: d'z Hi 
D on PR - —[n(n—1)—a]ar 1 
dx a a 
(Ey) i a 
TUG — d’—2 z, 
| | ne (nr) (n=="9) = (71) net] Fy, 


Elle a la même forme que l'équation (E). Écrivons-la 
ed | 


dar} 


dr z 
(E;) an -1 veer + dx"? Er Lier Ox 


L’adjointe de la première ligne pour cette équation (E, ) est 


F dnr—1 7 dr—2" Cue 
a Cer gegen 4.) = nl #) Fan ek 1)? a= 0; 
3 
Ns d™-1z Jn—2 
- = a n—2 iad) \ pene ~2 
. Gp FI SAG GAP Gagne + [Cr 2)@i = b, |x : dx" 
os (B:) Ne 
— [(m —- 2) (n— 3)a,4+ 2(n — 3)b,+ Se a fase +. oe Os 
4 
; Cette équation ayant encore la même forme que l’équation (E), on 
q voit qu’il en est de même de toutes les équations de la suite. 
r La formule qui permet de passer de la solution de l’équation (E,,) 
ss à la solution de l’équation (E) est 

r Sn af Ce RE CEE 

eee D aaa. da "22 


le nombre de dérivations étant p. 


3. L’equation (E) s’integre facilement dans les deux cas suivants : 
1° Si, dans la suite qui lui correspond, on trouve |’équation 


(a) oF 
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c'est-à-dire 


2° Si, dans la suite qui lui correspond, on trouve l'équation 


d'z À n—-1 3 À 
—1 n— Le eyes oa 
an ea ate npx Tue _ © G— 0, 
c’est-à-dire 
d'z dr-! Z 


(b) 


ae ETES LE ER 
p étant un nombre entier. 

Il suffit de montrer que les équations (a) et (b) s’intègrent. L’équa- 
tion (a) est une équation à coefficients constants; on l’intègre par les 
n expressions e*”, à étant racine de l'équation algébrique r”+1= 0. 

Pour l'intégration de l’équation (6), posons s = ye, on en tire 


L’équation transformée sera 


d"y 


d” —1 y 
cé dou 


+ (nha + NP) Tr oh 


dy 
+ [riz + n(n --1) pir] = + [2(A" +1) + npi?-']y = o. 


Si l’on prend pour À une valeur A, racine de l’équation A” + 1=0, 
l'équation devient 


dy dn—1 y 
a LE POS EE RD) ee any 


ee ee 


+ [nrAË tx + n(n— Dpt] D + Rp y =o; 
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elle est de la forme que nous avons étudiée au Chapitre II de la 
deuxième Partie. Son équation algébrique correspondante est 


RATS p Na 0s 


elle a la racine +-p. 
Si p est un nombre négatif, l’équation (c) a pour solution particu- 
lière un polynôme de degré p; soit P;, ce polynôme, l'équation (b) 
aura pour solution l'expression P, ce”. On obtiendra ainsi les nx solu- 
tions de l’équation (b), puisqu’il y a » valeurs pour A,. Dans le cas où 
p est un nombre positif, l’adjointe de Lagrange de l’équation (ce) a 
pour solution un polynôme de degré p — 1, soit Q, ce polynôme. Si 
done y,, ..., Yn, désignent » solutions de l'équation (c) convena- 
blement choisies, on a 


J'1 Vo Yn-1 
/ / ! 
J'i J Yn-1 
(N—2) (m—2) , (2—2) 
Q; es JA V2 HA Mn 
; V1 J2 DUC Vn 
/ LA ! 
: Ji Ya Yn 
(m—1) (m—1) 
Aa 55 dt Yn 


Mais, 3, étant la solution correspondante à y, dans l’équation (0), 
ona 


eee Te ae 
ae ee hae, eri, 
Mae Mio) CON” eK? ay ems, 


Ruane. se Palma els eee Leave + see pe) es ee ie] e's (8 ete e's 


En remarquant qu'on peut, dans un déterminant, remplacer une 
ligne par une combinaison linéaire des autres, on voit que 


ani À CAES Sn—1 


oo I. CELS 
Done 
= | 

31 “~n—1 

BAR RIRES 5 
1 . Lx — = Den 
By a 2 

a(h—-t) ~(n—1) 

“4 one an 


J 

De sorte que l’adjointe de Lagrange de l’équation (b) admet la so- 
lution Q,e>”. Puisque À, prend» valeurs, on a toutes les solutions de 
l’adjointe de Lagrange del équation (b) et, par suite, toutes les solu- 
tions de l'équation (5). 


4. Après avoir reconnu que |’équation (E) s’integre lorsqu'elle a, 
dans la suite qui lui correspond, une équation identique à (a) ou à (b), 
il nous reste à indiquer le moyen de reconnaitre a priori les cas où il en 
est ainsi. 

On établit par la comparaison des racines des équations détermi- 
nantes les Ha. suivants : 


Qua 


les racines de ; 


aa + 


asse d’une équation (E) à son adjointe de Lag range, 
équation déterminante du point critique 0 sont changées 
de signe. 


V. Quand on passe d'une équation (E) à son adjointe de la premiére 
ligne, les racines de l'équation déterminante du point o (la racine o 
exceptée) sont changées de signes et augmentées de n. 


L’application répétée de ces résultats fournit le suivant : 


VI. Quand on passe de l'équation (E) à l'équation (E,,), les racines 
de l'équation déterminante du point o (la racine o exceptée) augmentent 
de pn; quand on passe de l'équation (E) à l'équation (E_,), elles dimi- 
nuent de qn. 


Considérons le cas où une équation donne naissance à une suite ren- 
fermant l'équation 
d” Sap 


a n—1 
( ) x dx n 


+ al =— 0, 


Les racines de l’équation déterminante du point o pour cette équa- 


; 
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tion sont 1, 2,..., (m — 1); on peut en déduire les racines de l’équa- 
tion déterminante du point o pour l'équation donnée. On arrive ainsi 
au résultat suivant : 


VIT. Quand les racines de l'équation déterminante du point critique o 
(la racine o exceplée) sont 


I—pnh, 2—pn, (n--1)—pn. 


1° st p est un nombre entier positif, les solutions de l'équation (E) sont 


données par 


I CRT d d 8 
- = SS hoes e de 
a da a dz dx 


a 
~~ — 


le nombre des derivations étant pets étant racine de l'équation r” + 1 =0; 
2° stp est un nombre négatif, elles sont données par la formule 


je de fan BOs | OL ae, 


le nombre d ‘intégrations étant p. 


Dans le second cas, on peut éviter les quadratures par la considéra- 
tion de l’adjointe de la premiere ligne de l’équation (E). En effet, son 
équation déterminante aura les racines . 


pn+(n—1), pest 2), QE] PTE, 


et l’on sera ramené au premier cas. 
Considérons maintenant les cas où une équation denne naissance à 
une suite renfermant l'équation 


2 


a 


a*z 
( b) ani 7 as ng æ" >? RE a5 At A3 — 0, 
LC ; 


n—1 > 
~ 


Les racines de l’équation déterminante du point o sont 
Deeb tae, (22 a) 2 G's 
Donc : 
VIII. Pour qu'une équation (EK) donne naissance a une suite renfer- 
mant l'équation (b), il faut et il suffit que les racines de l'équation déter- 


minante du point o sotent 


[—pn, 2—pn, (n—2)—pn, (nm —1)-- p'n, 
Ann. de UVEc. Normale. 3° Serie. Tome VIL. — Décemsre 1891. 54 


AL D 4 2 oe D A : ’ ie a ME 4 LUN de ver à Eau ye 
Ca M RAR ARR SN 


bak be POLE eee PETRA eee iy 
pet p' étant des entiers quelconques positifs ou négatifs. +02 FENTE 


ip 
t 
nee 


da 4  »- . 
7 
VA mrs Ji 
- eee 
OA rigs: DR D] Wir +} 


ns . 
Les résultats I et III intègrent l'équation du second ordre dans tous nes - 
les cas où l'intégrale générale est uniforme autour du point critique CH a 
mais, comme nous allons le voir, les résultats VIT et VIII n'intègrent ag 
pas l’équation du nie ordre dans tous les cas où l'intégrale générale 
est uniforme autour du point critique o. Cependant, dans ces cas, l’é-_ Le “a 
quation du troisième ordre se trouve intégrée. We 


5. Étudions done l'intégrale de l'équation (E) autour du point cri- 
tique o. L’équation déterminante du point critique o est 


f(r)=+r(r—-:1)...(rT—-n+i+ar...(r—-n+2)...+hr=o. 


Voyons d’abord la forme des dé oppements. Soit € une racine non 
entière de cette équation et supposons qu'il n’y ait pas d’autres racines 


dont la différence avec € soit un nombre entier. 2 à 
Déterminons les coefficients du développement 
dé + A, ae + Anvit?+... +A, ab? À atta Anus ort. : 
On a les équations 
JE) =0,- 
a À Aye Al ie AE, 0: . 
er) +60, J | > 
NET PRET A : 
An f(—E-+2n)-+EA,=0, | ri 
5 ORS or me see 
et par suite le développement 
' . LI 
De ne mes ENE ue AE cu DER © 
Fran JE+nfE+ on)" 


E(É+n)(Etan) 


= oe OES FAILLES ae, 


(E+ nyf(E + an) f(E+ 3n) 


Cherchons maintenant les conditions nécessaires et suffisantes pour 
gs La La La e e . L . 
que l'intégrale générale soit uniforme autour du point critique o. 4 
Nous pouvons toujours supposer les racines de l'équation détermi- 


SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ORDINAIRES. 403 


nante du point o positives, car, si elles ne l’étaient pas, il suffirait de 
prendre dans la suite qui correspond à l’équation (E) une équation à 
droite (E,,), dont les racines seraient positives, et les conditions qui 
expriment que l'intégrale générale de l’équation (E) est uniforme 
autour du point critique o sont les mêmes que celles qui expriment que 
l'équation (E,,) remplit les mêmes conditions. 

Soient donc o, «, 6, ... les racines entières rangées par ordre de 
grandeur croissante, nous aurons le développement 


nn ep ag DE. à de de D. Qu BORE. oe le heehee + agxb+.. 


+ loge (by2%+ bat) +... 


+ log?t(cga® + cpu xt) +... 


les équations qui déterminent les coefficients sont 


di — a, see An—1- O, 
Anf(n) + na= 0, 
An41— ++ += Agn1— 0, 


il faut d’abord b, = 0, et, puisque f(x) = 0, il faut que a,_, = 0, c’est- 
a-dire que « — 7 soit, à un multiple près de », un des nombres 1, 
2,...,(m—1). En continuant, on verrait que $ doit être, à un multiple 


pres de z, un des nombres o, 1, ..., (7 — 1), sans que ce dernier nombre 
puisse être le même que celui qui correspond à «. 
Donc : 


IX. Pour que l'intégrale générale de l'équation (E) soit uniforme autour 
du point critique o, il faut et il suffit que les racines de l'équation déter- 
minante du point o (non compris la racine o) soient respectivement 1, 
2,...,(m—1), à un muluple de n pres, positif ou négatf, qui n'est pas le 
même pour toutes les intégrales. 

Ce dernier résultat, rapproché des résultats VIT et VIII, montre bien ce 
que nous avons annoncé. Il n’y a que l'équation du troisième ordre qui 
soit intégrée lorsque son intégrale générale est uniforme autour du 
point critique o. 


hoh 727 CEES: 


TROISIEME PARTIE. ' 


1. Nous avons vu, dans la deuxième Partie, qu’à une équation dif- 
férentielle linéaire ordinaire 


dr Z dr =1.- 


(E) pe as fe ee oan ya nee aay. 


on pouvait faire correspondre une suite doublement infinie d’équa- 


tions 
(Ref «ie TE es ee 


Un cas intéressant est celui qui se présente lorsque, dans la suite, on 
retrouve une équation identique à l’équation (E). 

Si, par exemple, la première équation identique à (E) est (E,,,3), 
on voit que l’équation (E,), qui est l’adjointe de Lagrange de l’équa- 
tion (E), est identique à l’équation (E,,,.), qui est aussi l’adjointe de 
Lagrange de l'équation (E,,,,). En suivant de proche en proche, on 
voit que l'équation (E,,,,) est identique à l'équation (E,,,,). Done, 
dans la suite, il y a une équation qui est identique à son adjointe de la 
premiere ligne. 

Si cette première équation identique à l’équation (E) est (E,,,,), 
l'équation (E,,,) est identique à l’équation (E,,,,). Done, dans la suite, 
il y a une équation qui est identique à son adjointe de Lagrange. 

I] suit de la que les équations qui donneront naissance à une suite 
présentant les caractères que nous venons d'examiner seront celles 
que l’on déduit des équations qui sont identiques, soit à leur adjointe 
de la première ligne, soit à leur adjointe de Lagrange, en appliquant 
notre méthode de correspondance. 

Les équations qui sont identiques à leur adjointe de Lagrange ont 
été étudiées par M. Darboux et M. Bertrand ('); on pourrait étudier 


(1) DarBoux, Lecons, ete., loc. cit., Tl’ Volume. 


rr ee is 
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d’une façon à peu près analogue celles qui sont égales à leur adjointe 
de la premiere ligne. 


2. Lorsque, dans la suite, la première équation identique à l’équa- 
tion (E) est l'équation (E,,), il se présente une véritable périodi- 
cité, et l’on peut, en général, intégrer l’équation proposée par des 
quadratures. 

En effet, nous avons établi la formule [voir deuxième Partie, Chap. I, 
formule (1)| 
TA EN este do 
ide dr, de oF 


= 
“a 


Soient 2,, 5,,..., 5, ” solutions de l’équation (E) formant un sys- 
teme fondamental; puisque l’équation (E,,) est identique à l’équa- 
tion (E), nous avons, en posant 


les égalités 


Hi(2,) = os, + a+... + an sn 


Par conséquent 


H(A3z, + Bz +. . .-- Lz,) 
=5,(Aa!+ Bal+...+Lai)+2,(Aci+...+Laz)+.... 


Pour que l’intégrale 
Az,+ Ba,+...+ Lz, 


se reproduise multipliée par un facteur constant quand on effectue sur 
elle l’opération H, on doit avoir 


A(at—s)+ Ba; +...+ Lai z= 0, 
A a? + B(aè—s)+...+La, = 0, 

LP DR EE re fee + à 
A a + Ba + + L(ar— s) =o 


Rie > 
7" Poe ean PRES 


6, he RP ee Le Je 
aient des solutions qui ne 


faut que A, B, ..., L 
Lors nulles; done ù 


… Ste ’ rot eee : 
Pr ALT A | (as) - ay an | 


Ne +e 5 nee CCS yen ee ie. 2 ew eS € 


. 


Soit s; une racine simple de cette équation R(s) =o. 
: D'après ce qui vient d’être dit, l'équation 


H(z) = ss 


a une solution commune avec |’équation (E ). Kerivons cette condition; ; 
en éliminant de proche en proche, nous arriverons évidemment à cette 
conclusion que la solution commune doit aussi étre solution de 
& 
dz 
4 AT =(B +5), 


A et B étant des fonctions de x, mais ne dépendant pas de s. Done une 
intégrale sera de la forme | 


‘ Bos 
; —— di 
(1) : oS si: nee 


, 


s ayant une valeur numérique convenablement déterminée. Si nous 
_ substituons cette valeur dans l'équation (E), on voit que nous aurons 

une équation de degré nz en s; les coefficients doivent être des con- 
stantes, puisque nous devons retrouver l'équation R(s) = o.Cette équa- 
tion aura À solutions s,,5,,...,s,, et en portant ces valeurs, supposées 
différentes, dans l'expression (1), nous aurons les x solutions de l’équa- 
tion. | 

Il pourrait se faire que l'équation en s obtenue ait des racines mul- 
tiples. On traitera ce cas comme cas limite. Placons-nous, par exemple, à 
dans le cas d’une racine double. 

Supposons d’abord deux racines voisines s, ets, + <, elles donnent 
naissance aux deux intégrales 


q B-Fs, # 
AL Li f(s), Se2= f'(s;+ 6). 
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L’expression 
FA sae €) — fF (8) 


est encore une intégrale : donc, lorsque « tend vers 0, l’expression 


B+s, 
of  B+s, Me gid 


0s; CEA 


est l’autre intégrale. 
"I est donc bien certain que l’on peut intégrer une équation (E) 
lorsque cette équation peut donner naissance à une suite périodique. 
Reprenons, dans le cas général, l'expression de l'intégrale 


Considérons l'équation qui aurait comme solutions ces expressions 


multipliées par ee! a elles hanes Faisons dans cette équation 
dx 
A 
aura des solutions de la forme 


le changement de variables — = dy. Nous aurons une équation qui 


EÏS AY — esy, 


Ce sera une équation à coefficients constants. 

Donc les équations qui donnent naissance à une suite périodique 
peuvent toujours se ramener à des équations à coefficients constants à 
l’aide d’un changement fonctionnel suivi d’un changement de variable. 
Ces dernières équations ont été étudiées par M. Halphen ('). 

Il serait d’ailleurs facile de voir que les équations à coefficients con- 
stants donnent naissance à une suite périodique de deux en deux. 


3. Nous allons donner une application dans le cas du second ordre. 
Soit une équation du second ordre 


2 a 
[2 = se, 
~+th— +kzs=0. 


d 
dx dx 


(1) Mémoires de l’Institut (Savants etrangers), année 1884, t. XXVIII. 


1408 J. CELS. 


Considérons la suite correspondant à cette équation (je supposeral 


, . . d*z 
que, dans toutes les équations, le coefficient de = est 1) 


QUE) (E), (E;), Se 3 (Eon), 
avec 


d 
Hahn, UT 


En ajoutant les formules 


d 
RE ae is 
kR= ky, 
Kees ky as 
d 
Kat in 7 Ran-2s 


ona 


d 
Kp apa ky, = k = dg htha+-- «+ one): 
De même, en ajoutant les formules 


—(h+h,)=09, 


+ (hy hy) = 0, 


d 
ha +- Ron = — de log Kon-1» 


ona 


d 
Non = h — az logh, ks. as Ke 1° 


al 7 
te 


’ 


LL 


= i ra “4 
Ten Ta fo LE 


oe (Ay+ hot... han—2) =0; 


d 
Ap 08h kg.. tale Ron A oO, 


h+hat + hors const., 
k, k, Soca oo Doro Fu const., 


puisque ,, = — h,,_,; ces conditions équivalent à 


= hé “ e Ay+ hs Pot he const., 
Be . yeas Be UKs fee CONS, 


Suite périodique de 2 en 2. — L’équation qui donnera naissance à 


une suite périodique de 2 en 2 sera, en appliquant le résultat précé-. 
dent, celle pour laquelle  — const., 4 = const.; alors, pour une valeur 


; Pd F ; 
_ convenable de s, elle aura une solution commune avec _ 


SZ — gee S ou g Sa OS 
M ae! eae 
c’est-à-dire que les solutions seront de la forme e*, On arrive ainsi à 


un résultat bien connu. 4: Lu 


… Suite périodique de h en 4. — Pour que!’ Head 


< dz dz 
oe | dx 


donne naissance à une suite périodique de 4 en 4, il faut et il suffit 


eta) hr 24, kk, =, 
mais ; 
Ch, ki ke eh; 
‘ Let ’ 
3 donc | : ee 
oa a 
a Ann. de l’Ec. Normale. 3° Série. Tome VIII. — Décemre 1891. 52 


410 J. CELS. 


D’autre part, 
d à 
h3= — as lo8Â = h, 


hi =— Ah. 


Portant dans (2), ona 


d 
qn 108% BEY RS DE 


i ted 
h=— £ za OSk + a. 


mn 
= 
— 


Si nous portons, dans l’équation (3), nous avons l'équation qui 
donne # 


x A4, PA RQ PS Le 
(5) (4 sr: OEE Mens à 
posons # = e“, nous avons 
et + I d'u be-* 
2 da? $ 


ue. du es 
en multipliant par —— et en intégrant, on a 


1 (du ee te 
7 | = pe = 0; 
4 \da ÿ 


d’où, en revenant à la variable #, 
dk \? 
(=) + 4+ 46k + ck—= 0, 
dk 


Ar — 2 
V— 4k®— ck?— hbk 


Mettons cette quadrature elliptique sous la forme ordinaire ; posons 
kK=—u+a. 
Nous avons sous le radical 
hub— w(12% + 4e) + u(r2@ + Sac + 4b) + (— 408 — 4 ca? — 4ba); 
prenant c= — 3a, ona 


Qui— u(120?— 4b) + 823— 8ba; 
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posant 
82=120—4b, 93 = 8a(b — x), 
ona 
Sees du 
Vau— pu — L3 
Donc : 


w= Di 2) et K=— px) + a. 
Appliquant la formule (4), on a 


ren) 
F2 aæ—p(x) 


L’équation qui donne naissance à une suite périodique de quatre en 


quatre est donc 
a 


az "(a Es 
(6) = + |: Bee «| + [a — p(æ)]s =o, 


24— px). a 


ou p(x) est la fonction de M. Weierstrass, g, et g, étant arbitraires. 
La quantité « dépend de ces g, et g,. Quant à a, c’est aussi une 
constante arbitraire. 
Intégrons cette équation. Elle a une solution commune avec l’équa- 
tion 


dr ur. 
Pda da b 
ou 
DESIRE UE de pu 
kik, de k,kidx ‘” 
mais 


ky Je = b, if — Ke 
La solution est donc commune aux équations 


a*z L ak ds 
ax? dr dx 


TSX de 
eee k bs) 5 — 0. 
(: k dx a) F ore " js 


\ 


12 J:ACÈLS: 


Les solutions sont donc de la forme 

z K+bs in 
is me logk+a 
2 dx 


Pour déterminer s, il faut substituer cette valeur de 3 dans l'équa- 
tion; après réduction, on trouve 


LEE 


be + (SF — ath) s +10, 


et l’on a ainsi les solutions. 


4. Nous allons nous proposer maintenant de former l'adjointe de 
l’avant-dernière ligne. 
Soit l'équation 
d" 3 des désag 


(7) dx" tod ay da"! a ay dx"? 1e . . + An = 0), 


Pour avoir cette adjointe ('), il faut éliminer y entre les deux équa- 
tions 


dy 
11 ay |" ar pr 
ARTE (a aS 
— , n—2 
dg? des 1) Ts By + hf 124,3 


La seconde équation peut s’écrire 


dz! — dans 


dd" f dy da, = 
i — Y— 4 2 
a de = ie 4 As) +> ARR Cy) dr RAC 


En rem ldeentee yar sa valeur tirée de la premiere € I il vi 
D plaçant = par sa valeur tirée de la première équation, il vient 


d'u ‘ d"-3 ds / day, d®-* 
SOS En ae Nee) ee, ne — =— ‘i 
dx) dx" ( 2 ) dr" (a Ag+ 12 a) VISE der Nyy — 


(1) Voir dans la première Partie. 


SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ORDINAIRES. 413 
Si donc nous posons 
day : 
Te Oe @ 
da 
da + FF nd B, 


dd 
aa + ne (—1)"a, =0; 
nous concluons qu’on a l’équation adjointe de l’avant-dernière ligne 
en éliminant y entre les deux équations 


q?-1 7 d’-3 d'=# 
AE + dar (au) + AE (au) +...+Au—=07, 
as 
t= ay 14 = oe . 


Deux cas sont à distinguer : 
1° Ao. — En posant symboliquement 


CL mir) 


RQ) + f(u), 


on voit que l’adjointe de l’avant-dernière ligne est 


— FF(u) +u=0, 


6! yw\ re 
5 Ase F(u) — (x + 9) F(a) +u=o, 


a d d Aa i 
(8) font ge Sl) — (7 1089 + a) = + f(u)|+9u=0, 


En prenant l’adjointe de l’avant-dernière ligne de cette dernière 
équation, on doit retrouver l’équation proposée. Par un calcul très fa- 
cile, on arrive à montrer que l’adjointe de l’avant-dernière ligne de 
l'équation (8) est 


SE ROUE: nls ; ei 
+ 794) +a, | Fer + 9(2)| 02 =0, 


(9) de" * dx 


o(s) étant l’adjointe de Lagrange de l'expression /(w). 


hig J. CELS. 


L'équation proposée pourra donc se mettre identiquement sous la 
forme (9). 

2° =o. — Puisque l'équation proposée se met identiquement 
sous la forme (9) dans le cas où 0 = 9, elle s’écrit 


dz na —1 
L 


d dd" 13 
(10) TS + Fools) +@ | rs + e(s)] = 0. 


Done l'équation aura les (7 — 1) solutions communes de l'équation 


dr-13 


Toit MR LAN ES 


On verrait facilement que, dans ce cas, il n’existe pas d’adjointe de 
l’avant-derniére ligne, parce que les nz expressions qui devraient être 
solutions de cette adjointe ne forment pas un système fondamental. 


5. La méthode de correspondance que nous avons exposée dans la 
deuxième Partie est basée sur la considération de l’adjointe de la pre- 
mière ligne et de l’adjointe de Lagrange; il est clair qu’on pourrait, 
par exemple, en établir une autre basée sur l’emploi de l’adjointe de 
Lagrange et l’adjointe de l’avant-dernière ligne. On aurait ainsi une 
méthode tout à fait pareille. Dans ce cas, la suite serait terminée lors- 
qu’une des quantités 9 serait nulle. La considération de la périodicité 
dans cette suite donnerait des conclusions tout à fait pareilles à celles 
précédemment développées. On étudierait par ce procédé les équations 
identiques à leur adjointe de Lagrange ou à leur adjointe de l’avant- 
dernière ligne et celles qui s’en déduisent par la méthode. Enfin les 
équations qui donneraient naissance à une suite véritablement pério- 
dique rentreraient toujours dans la classe d'équations qui se ramènent 
aux équations à coefficients constants par un changement fonctionnel 
suivi d’un changement de variable. 

On peut encore aller plus loin et former des correspondances autres 
que celles-là. Considérons, par exemple, dans les équations du troi- 
sième ordre et des ordres supérieurs, les adjointes de Lagrange, de la 
premiere et de l’avant-dernière ligne. On peut réaliser avec ces équa- 
tions une correspondance sextuplement infinie. En effet, une infinité 
d'équations seraient obtenues en prenant, par exemple, l’adjointe de 
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Lagrange de l'équation donnée, l’adjointe de la premiere ligne pour 
cette deuxième équation, l’adjointe de l’avant-dernière ligne pour cette 
troisième équation, l’adjointe de Lagrange pour cette quatrième équa- 
tion et ainsi de suite. On obtiendrait les cing autres infinités d’équa- 
tions en prenant les autres arrangements des trois lignes. Cette cor- 
respondance serait évidemment telle que la connaissance de l’intégrale 
générale de l’une quelconque des équations entrainerait celle de toutes 


les autres. Il y aurait en plus des correspondances univoques entre 


les solutions de certaines équations. 

Cette méthode serait évidemment plus puissante que celle dont 
nous nous sommes servi pour étendre des caractères d'intégration ; 
à un autre point de vue, si l’on savait intégrer une équation particu- 
lière du troisième ordre, on pourrait par cette méthode trouver un 
type plus général que l’on saurait intégrer et qui renfermerait plu- 
sieurs entiers arbitraires. 
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SUR LES EQUATIONS 


AUX 


DERIVEES PARTIELLES SIMULTANÉES 


QUI CONTIENNENT 


PLUSIEURS FONCTIONS INCONNUES, 


Par M. C. BOURLET, 


ANCIEN ÉLÈVE DE L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE. 


INTRODUCTION. 


Les systèmes d'équations aux dérivées partielles simultanées, entre 
plusieurs fonctions inconnues et plusieurs variables indépendantes, 
n’ont été, Jusqu'ici, l’objet que d’un nombre très limité de travaux. 

Les premiers de ces systèmes qui ont été étudiés sont les systèmes 
complètement intégrables provenant des équations aux différentielles 
totales. Leur étude a été faite et achevée par Bouquet et M. Mayer 
(voir I" Partie, n° 1). 

Un peu plus tard, en 1875, M. G. Darboux (') et M™* de Kowa- 
lewski (?) ont, presque simultanément, donné chacun une démon- 
stration de l’existence de l’intégrale dans ceux de ces systèmes où le 
nombre des équations est égal au nombre des fonctions (*). 


(:) G. DarBoux, Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. LXXX, p.101 et 317. 

(2) Sopure von KowaLewskt, Journal de Crelle, t. 80, p. 1. 

(3) Cauchy avait indiqué des démonstrations avant M. Darboux et M™* de Kowalewski. 
Ce fait a été signalé par M. Genocchi à l’occasion des articles de M. Darboux dans les 


Comptes rendus. 


SO C. BOURLET. 


M. Darboux s’est contenté d'indiquer sa démonstration dans deux 
courtes Notes aux Comptes rendus de l’Académie des Sciences. Le Mé- 
moire de M™ de Kowalewski est plus développé. L'auteur n'y prouve 
l'existence d’un système d’intégrales que dans le cas où 2,, n,, ..., 
nn étant, respectivement, les ordres des dérivées de l’ordre le plus 
élevé des fonctions inconnues 9,, 2, ..., 9m qui figurent dans les 
équations proposées, ces m équations sont résolues par rapport aux 
dérivées 

ps draps = Om Om 


’ 9 eae 
Ox" dx"? 0Z"m 


prises par rapport à une même variable æ. Le théorème de M™ de 
Kowalewski ne démontre done l’existence d’un système d’intégrales 
dans les systèmes d'équations aux dérivées partielles, les plus géné- 
raux, où le nombre des équations est égal au nombre des fonctions 
inconnues, que s’il est toujours possible de trouver une transforma- 
tion qui ramène le cas le plus général au précédent. Malheureuse- 
ment, il n’en est rien et, comme nous le montrerons dans la II° Partie 
de ce travail, par un exemple, une telle transformation n’est pas tou- 
jours possible. 

Apres M™* de Kowalewski, M. J. Künig a donné, dans le Tome XXIII 
des Mathematische Annalen ('), un type de systèmes d’équations aux 
dérivées partielles, pour lesquels il démontre l’existence d’un système 
d’intégrales, et qui comprennent, comme cas particuliers, les sys- 
tèmes de M®° de Kowalewski et les équations de Bouquet et de M. A. 
Mayer (?). 

Enfin, tout récemment, MM. Méray et Riquier ont publié dans le 
Tome VII de la 3° Série des Annales scientifiques de l'École Normale 
supérieure (1890), un Mémoire très intéressant intitulé : Sur la conver- 
gence des développements des intégrales d'un système d'équations aux 
dérivées partielles simultanées. 

Dans ce travail, MM. Méray et Riquier ne considèrent que des sys- 


(1) J. Konia, Veber die Integration simultaner Systeme partieller Differentialgleichungen 
mit mehreren unbekannten Funktionen. 


(7) On pourrait encore consulter utilement à ce propos la thése présentée par 
M. H. Poincaré à la Faculté des Sciences de Paris en 1879. 
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tèmes, qu'ils nomment immédiats, qui sont soumis à certaines restric- 
tions et prouvent la convergence des développements pour certains de 
ces systèmes. Je montrerai, dans ce travail, que tout système linéaire 
d'équations aux dérivées partielles du premier ordre, peut être mis 
sous une forme canonique pour laquelle la démonstration de la con- 
vergence des développements est toujours possible; d’ailleurs, tout 
Système partiel se ramène à un système linéaire du premier ordre 


(voir Ile et III Partie) (!). 


Le présent travail est divisé en trois Parties. Dans la ['° Partie j’éta- 
blis la condition nécessaire et suffisante pour qu’un système d’équa- 
tions aux dérivées partielles simultanées admette comme système d’in- 
tégrales le plus général un système dépendant d’un nombre fini de 
constantes arbitraires. Cette condition avait déjà été énoncée et dé- 
montrée par M. Sophus Lie (Theorie der Transformationsgruppen, t. I, 
Chap. X), mais la méthode que j’ai suivie est toute différente de celle 
de M. Lie et présente, en outre, l’avantage de montrer comment, pra- 
tiquement, après avoir reconnu ce cas, on ramenera l'intégration du 
système à l'intégration d’un système d'équations différentielles ordi- 
naires du premier ordre (?). | 

J'ai réservé la IT Partie à l’étude spéciale des systèmes linéaires 
d'équations aux dérivées partielles du premier ordre. Je définis les 
systèmes canoniques et les systèmes linéaires canoniques complètement 
intégrables : tout système linéaire du premier ordre peut être mis sous 
forme canonique et tout système canonique complètement intégrable 
admet un système d’intégrales général dont le degré de généralité est 
parfaitement défini. 

Enfin, la III Partie sert de lien entre les deux premieres et contient 
les conclusions dont voici le résumé : la convergence des développe- 


(1) Je ne parle pas ici des nombreux travaux qui ont été faits sur des systèmes parti- 
culiers d'équations aux dérivées partielles contenant plusieurs fonctions inconnues, car 
mon but principal est l'existence des intégrales dans les systèmes les plus généraux. 

(2) M. Roger Liouville, dans une Note aux Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 
t. CI, p. 1135, a donné une vague indication de ceci. Il dit : Les solutions communes à 
deux ou plusieurs équations aux dérivées partielles s’obtiendront en intégrant un système 
d'équations aux différentielles totales qu'il est facile de former. Je Wai pas eu connais- 
sance d’un Mémoire de M. Liouville où cette indication soit plus développée. 
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ments des intégrales, d’un système quelconque, calculés au moyen des 
équations mêmes de ce système est établie. Le degré de généralité du 
système le plus général d’intégrales n’est précisé, en toute rigueur, 
que dans deux cas : 1° quand le système ne dépend que d’un nombre 
fini de constantes arbitraires; 2° quand le système proposé peut être 
ramené à un système linéaire du premier ordre canonique complète- 
ment intégrable. 


PREMIÈRE PARTIE (). 


1. Je rappellerai d’abord un certain nombre de théorèmes dont 
j'aurai besoin dans le cours de cette exposition (?). 


Définition. — Etant donné un système de mn équations aux dérivées 
partielles du premier ordre, entre les m fonctions u,, u,, ..., Up» et les 
n variables x,, æ,, ..., Xp; 


(1) 


= (ik (GEES fe os ts Th SISA 


où /; désignent des fonctions de 4,, Uy, ..., Uns æ,, ..…., æ,, on dit que 
ce système est complétement intégrable, si les fonctions /;, satisfont, 
identiquement, aux relations 


fix +- Of ix 7 I =} —- fir ÿ = fin | Ofin + ae dfin 52 
0€} où, 1h te Olin Linh 0x4 du, ik = Sara OUm mh 
Her io £13k, OS, Be ew og ft ds 


(1) Voir S. Lin, Theorie der Transformationsgruppen, t. 1, Chap. X. 

(?) Voir Bouquet, Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques, 1. MI, p- 265, 
1872; A. Mayer, Mathematische Annalen, 1.5, p. 448, et Bulletin des Sciences mathéma- 
tiques et astronomiques, 1° série, t. XI; Goursat, Leçons sur les équations aux dérivées 
partielles, Chap. IT et HI. 


4 
a 
4 


re 
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Ces relations peuvent s’écrire, symboliquement, 


“— # 
(2) Xa(fix) = Xa(Jin), 
en posant 
Ra. )= = + fa Het Paie 


D'ailleurs, il est aisé de se rendre compte que ces identités expri- 
EXD du; 
ment que les deux valeurs des dérivées secondes .~—*-, qu’on peut 
OXL;,0X), 
calculer au moyen des équations (1), sont identiques. 


Tutorime |. — Etant donné le système COMPLÈTEMENT INTEGRABLE 


(3) — = fir (ne nny to ee int an, n} 
— Ww . 

dans lequel f;; désigne une fonction de u,, ty, ..., um, Ly, Ly, ..., Lp 
régulière au voisinage des valeurs ASIE nec tes, MNO, Sp da deices 
variables, il existe uN SEUL système de fonctions u,, Uy, ..., Un, holomor- 
phes au voisinage du point x}, x}, ...,æ,, se réduisant, respectivement, 
5 0 0 Pre) SE) dur) 1 

eats D POUT Beh midi à, dy = et bériftant. les 
équations (3). 


Remarque. — Ce théorème montre que le système (3) admet un 
système d’intégrales dépendant de m constantes arbitraires uw}, us, ..., 
u*.. D'ailleurs, c’est le système le plus general Vintégrales holomor- 
phes du système (3), car, si l’on considère un système quelconque 
d’intégrales holomorphes du système (3), et si uw, u,, ...,u,, sont les 
valeurs de ces intégrales, pour æ, = x", ..., æ,= «,, il existe, d’après 
le théorème I, un système d’intégrales et un seul satisfaisant à ces 
conditions : c’est donc, nécessairement, le système considéré. 


Tutortme Il. — Un système complètement intégrable se transforme en 
un système complétement intégrable, lorsqu'on effectue un changement 
quelconque de variables indépendantes. 


Tutortme II. — Pour trouver les intégrales u,, Uy, ..., un du sys- 
° 0 , —— 0 eh ee > ‘ 
téme (3), qui, pour ©, = XL, «++, a LX, SC réduisent, respectivement, 
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à u°, uw, .…, us, on procédera de la façon suivante : on effectuera, 
d’abord, le changement de variables 


4 Mir Yo TESTER FYAVE (K= 2 sn) 
(4) 


dans le système (3). On remplacera ainsi ce système par un nouveau sys- 
tème complètement intégrable 


2 Ou; ; 
(5) oF as (ie apo) bean see nes ee 
: | 
et aux intégrales précédentes du système (3) correspondront des intégrales 
du système (5), qui, pour y,= 0, se réduiront respectivement aU}, US, «++, 
_u,, quelles que soient les valeurs de y, V3, ..., Ye 
On considère alors le système d'équations différentielles ordinaires 


Au, 


dy, 


(5) Pr eS ue Far 9 =F, 

déduit du systéme (5) en prenant les équations de ce systéme pour les- 
quelles k =1, et l’on obtient les intégrales cherchées du système (5), et, 
par suite, celles du système (3) en déterminant les intégrales du sys- 
tème (5°), où l’on considere y,, y,, ..., y, comme des paramètres arbi- 
traires, qui, pour y, = 0, se réduisent respectivement aux constantes don- 
CM TICs eka D: 


Ce théorème ramène done l'intégration du système complètement 
intégrable (3) à celle d’un système d’équations différentielles ordi- 
naires. 


2. Nous établirons, maintenant, la proposition préliminaire sui- 
vante : 


Tutorime IV. — Etant donné le système de mn équations aux déri- 
vées partielles du premier ordre 


(6) a = Fix Ces Ry Oy tng Mee CR ET, QTR TENS 


où fix désignent des fonctions de u,, Uy, ..., Um, Ly, Loy ..., Lp et les 
p relations distinctes 


(7) Qn (ty, Ua, ++ » Um, Li, Lo, » vy Bn) = 0 RAT 2, nee LP); 


ed 
- 
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su existe des fonctions u,, Uy, ..., Uy dex,, .…, æ, vérifiant à la fois les 
équations (6) et (7), ces fonctions satisferont à un système completement 
mtégrable de la forme 


du; + 
(8) a Cr, 955. e573 a ro), Peas 


et am — r relations de la forme 


(9) OO Co ME RS rs 5 


et, réciproquement, toutes les solutions des systemes (8) et ( 9) satisferont 
aux systémes (6) et (7). 

En effet, tout systeme de fonctions vérifiant les équations (6), véri- 
d'u; 


fiera aussi les relations qui expriment que les deux valeurs de ay Prat 
k h 


calculées au moyen des équations (6), sont égales 
(10) Xn( fix) =). 1 79) (ire, m3, ky h=t,2, sey Md). 


Si parmi ces relations 11 y en a un certain nombre qui ne sont pas 
des conséquences des équations (7), nous les joindrons aux équa- 
tions(7), de facon a former, avec ces équations, un systeme 


Die 0; Da = 0, 1: Oni =O, Frs Oya 0 


de p+q relations distinctes. On pourra résoudre ces p + ¢ relations 
par rapport à p + q des quantités u,, u,,..., u,, car sans cela il y au- 
rait une relation entre les 2 variables indépendantes æ,, æ,, ..., æ,. 


Soient 
Um—p-qt+1— Di (us 2.5 Um—p—qr Lis +++) Ln), 


(11) oF SG God ot ids gE OI a att Gs ioc oem mee a im vara ic 


Um CU Ma prit a 8 Min) 


Ces relations résolues, portons ces valeurs de u,_p—gits ..., Um dans 
les équations (6). Toutes celles de ces équations pour lesquelles l’in- 
dice i est inférieur à m — p — g +1 prendront la forme 


(12) ss (Cs NV ae dee ae eee 
k 


Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome VIII. 8.2 
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où # désigne la fonction des seules quantités W,, ..., Um—p—gr Fi» ++, Ln 
que l’on déduit de /;, en y faisant la substitution (11). 

Toutes celles des équations (6) pour lesquelles l'indice z est supé- 
rieur à m— p--g donneront, après y avoir remplacé les dérivées 
Ou; 
Ox; 
Uy, Ug, o++s Umap-qo Ls, Las +», D ne contenant plus de dérivees: 


1° Si toutes ces relations sont vérifiées identiquement, le système (12) 
sera complètement intégrable, car les relations qui expriment que ce 
système est complètement intégrable, sont précisément les relations 
qu'on obtient en remplaçant uw, qu, +++» Um par leurs valeurs, tirées 
de (11), dans les relations (ro), qui, par suite, seront identiquement 
vérifiées. Dans ce cas, le théorème est démontré, car, tout système 
d’intégrales satisfaisant à (6) et (7) satisfait évidemment aux équa- 
tions (11) et (12), et réciproquement. 

2° Si toutes ces relations ne sont pas vérifiées identiquement, nous 
écrirons toutes celles qui sont distinctes; soient 


(i<m—p—q-+t) par les quantités #;, des relations entre 


| Dp+qg+1 (uses Um—p—qs Lis +++ Ln) = 0, 


(13) in ee sets ae - se eine kb ey en , 


Elles formeront, avec le système (12), un ensemble d'équations tout 
pareil à l’ensemble des systèmes (6) et (7). Nous pourrons donc traiter 
les systèmes (12) et (13) comme nous avons traité les systèmes (6) 
et (7), et, comme l’ensemble des équations (11), (12) et (13) est évi- 
demment équivalent à l’ensemble des équations (6) et (7), en conti- 
nuant de la sorte, nous arriverons soit à un système de relations 
distinctes entre W,, Uy, ..., Um, Vy, +++, æ,, dont le nombre est supé- 
rieur à m, et, alors, les systèmes (6) et (7) dont les solutions de- 
vraient vérifier ces relations, sont incompatibles, soit à deux systèmes 
de la forme (8) et (9), dont l’ensemble sera équivalent à celui des 
deux systèmes (6) et (7). 

Pour avoir la solution la plus générale des systèmes (6) et (7), il 
suffira donc de trouver la solution la plus générale des deux sys- 
tèmes (3) et (9). On cherchera, à cet effet, le système le plus général 
de fonctions w,, wy, ..., u,, satisfaisant au système (8), et on prendra 


‘4 
É 

4 

4 

É 

À 

| 

x 
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pour u,,,, ..., u, les valeurs correspondantes données par les rela- 
tions (9). Le système (8) étant complètement intégrable, le théo- 
reme [ nous apprend que le système d’intégrales le plus général dépend 
de r constantes arbitraires, et le théorème III nous fournit le moyen 
de trouver ces intégrales. 


3. Avant de nous occuper du cas le plus général d’un système d’é- 


quations aux dérivées partielles simultanées, nous traiterons, d’abord, 


le cas simple d’un système d'équations aux dérivées partielles entre 
une fonction inconnue = et deux variables indépendantes x et y. 
Il est clair que, s’il existe une intégrale z satisfaisant à un tel sys- 


_tème, cette intégrale vérifiera toutes les équations que l’on peut en 


déduire en dérivant une.ou plusieurs fois les équations qui forment 
ce système, soit par rapport à æ, soit par rapport à y; on pourra donc 
adjoindre ces équations au système proposé. Supposons qu’en opérant 
ainsi on puisse arriver à un système équivalent au système proposé, 
mais tel que, si m est l’ordre des dérivées de l’ordre le plus élevé 
qu'il contient, il y ait (m2 + 1) équations de ce système qui soient ré- 
solubles par rapport aux (m + 1) dérivées partielles d’ordre m de z. 
Je dis que, dans ce cas, si les équations ne sont pas incompatibles, 
l'intégrale générale du système dépendra d’un nombre fini de constantes 
arbitraires. 

. En effet, apres avoir résolu (m2 +1) équations par rapport aux 
(m +1) dérivées d'ordre m, portons les valeurs de ces dérivées dans 
toutes les autres équations. Nous obtiendrons ainsi un système d’é- 
quations aux dérivées partielles équivalent au système proposé et de 
la forme suivante 


(14) Beer Pm-1 wei, sey Pome fms 


Qi (2s 33 Pros Pois +++» Pm--1,09 * - PPT rl = 0; 
(15) ne Ge na ee CNC cleer ele alain ele 5 


CACA Vs 25 Pos Pots +++» Pm—t,09 * ++) Po,m=1) — O0, 
où on a posé = 
m = 
Jah Gy mah = Pump 


et OU for fis +++» fms Gir +++» PQ désignent des fonctions dea, y, z, et 
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des dérivées de = jusqu'à l'ordre (m-— tr) inclusivement. Prenons 
alors pour nouvelles fonctions inconnues toutes les dérivées de = jus- 
qu’à l'ordre (7m — 1) inclusivement, et considérons le systeme d’équa- 
tions aux dérivées partielles du premier ordre et de relations suivant 


Late Pre 
dx =o P05 dy —— Pots 
0 0 
“te = P20 ae, = P119 
OP or Opa 
= P15 SR Pow 
d à 
(16) x dy 
OPm—a.0 tg OP m—2,0 
dé 12 + Pm--1,09 Oy — Pm—2,15 
OPo,m—2 Op 5,M— 
 dæ = Pi,m—-2» a a = Po,m—-13 
OP m—1,0 A OP m—1 0 
des ve Me: ne 
OD a4 = Pie 1 
(17) qe ai Acad 
ODo. m1 Rs 4 OPo m—1 
| dx = fim 1» Oy p= A 


| O1 (2,7; Sy Pio» Pots ++» Pé,m-1) — 0, 
(18) Re stunt ele Rte sw us waster Ne elie = 


Dq( Lys Sy P10. Pots ++ +5 Po.m—1) — 0. 


Les deux systèmes (14), (15) et (16), (17), (18) sont équivalents, 
c'est-à-dire qu’à toute intégrale du système (14), (15) correspond un 
système d'intégrales du système (16), (17), (18), et réciproquement. 
Car, si s’ est une intégrale du système (14), (15), on aura évidemment 
un système d'intégrales du système (16),(17), (18), en adjoignant à 
z' les fonctions p;, définies par les relations ‘ 


Qitk z! 


Pix = da dt (+ KZ m—1). 


ip 
7 ed 
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Réciproquement soit =’, p;, un système d’intégrales du système (16), 
(17), (18), les équations (16) expriment que l’on a 


; dir zg! ; a 
Pu yar ays (t+ kem—1), 


et en portant ces valeurs dans les équations (17) et (18), qui sont véri- 


_fiées par hypothèse, on trouve précisément les équations qui expriment 


que 3’ est une intégrale du système (14), (15). 

Pour trouver l'intégrale la plus générale du système (14), (15), 
nous sommes donc ramenés à intégrer de la façon la plus générale le 
système (16), (17), (18). Le théorème IV nous apprend que le système 
le plus général d’intégrales dépend d’un nombre fx r de constantes © 
arbitraires, et nous connaissons, de plus, le moyen de ramener la 
recherche de ce système à l’intégration d’un système de r équations 
différentielles ordinaires du premier ordre. 


Remarque. — Le nombre r des constantes arbitraires est au plus 
, SC En : \ 
égal à sea ear le cas le plus favorable est celui ott les fonc- 


tions © des relations (18) sont identiquement nulles et où le sys- 
teme (16), (17) est completement intégrable. Dans ce cas, le théo- 
reme I nous montre qu’on peut prendre arbitrairement les valeurs 
initiales de s et px (pour &+ #Zm -— 1), c’est-à-dire qu'il y a 


m( ni +I ; 
en constantes arbitraires. 


4. Inversement, je dis que, si une fonction s de æ et y contient 
un nombre fini 7 de constantes arbitraires, on pourra déterminer un 
nombre m tel que toutes les dérivées partielles de z puissent s’ex- 
primer en fonction des dérivées d’ordre inférieur à m. Soit, en effet, 


(19) B= Q (2, Y; dis Aoy +) Gp) 
cette fonction, et soit p le plus petit nombre entier tel que l’on ait 


(BI) s 


2 
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Écrivons les équations suivantes : 


0 
| P1,0 se = 0, 
0 
Pot =a 2 — 0, 
de ee de Tiers : 
(20) 0-10 
Py-1,0 dvi = Os 
gut 
\ Po,p-1 res Oo 
et : 
À bo 
Puy — aaa O, 
ARE rie 
(21) Pes Ga dy — 
° db 
Po,u = Os 


À pp + 1) 
Les équations (19) et (20) sont au nombre de ———. Supposons 


d’abord que, parmi ces équations, il y en ail r qui puissent être réso- 
lues par rapport à a,, a,,..., a, c'est-à-dire qu'il y en ait r telles que 
le déterminant fonctionnel des premiers membres par rapport à a,, 
dy, -.., 4, ne soit pas identiquement nul. On pourra alors tirer de ces 
r équations @,, d,, ..., a, en fonction de z, x, y et px (t+ kev — 1) 
et, en portant ces expressions dans les équations (21), on en conclura 
que les à +1 dérivées d’ordre vu. de z s’expriment en fonction de a, 
y, = et des dérivées d’ordre inférieur à 1. 

Supposons, en second lieu, que tous les déterminants fonctionnels 
de r quelconques des premiers membres des équations (19) et (20) 
par rapport à @,, &,,..., a, soient identiquement nuls; ces détermi- 
nants seront les mêmes que si les premiers membres ne contenaient 
pas les quantités p,, et, par suite, expriment qu’il existe des relations 


. t k . 
entre r quelconques des fonctions 9, sarge (i+ key —1). Remar- 


quons, d’ailleurs, que ces relations ne sont certainement pas réso- 
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lubles par rapport aux dérivées de l’ordre u — 1; car, sans cela, la 
fonction + satisferait à un système d’équations aux dérivées partielles 

’ _ fa =. 2 Pees, 
d'ordre 4 — 1 dont 4 équations sont résolues par rapport aux déri- 


vées d'ordre 4 — 1 et, par suite, contiendrait au plus = se con- 


stantes arbitraires, ce qui n’est pas, puisque r > se (PTS oil 


girk : he 
alors (7 — #) le nombre des fonctions 9, 7: qui sont distinctes 
= Ox! dy" 
(considérées comme fonctions de a,, a,, ..., a,) : si toutes les déri- 


vées de l’ordre & s'expriment en fonction de ces (r — #) dérivées, le 
théorème sera démontré; sinon, joignons à ces dérivées celles des 
dérivées de l’ordre p. qui forment avec elles un système de fonctions 
distinctes et continuons de la sorte : nous arriverons, nécessairement, 
soit à prouver que toutes les dérivées d’un certain ordre de 9 s’ex- 
priment en fonctions des dérivées d'ordre inférieur, soit à trouver un 


se : # : oko ° = 
nombre m tel qu’il existe r des fonctions +, do (i+Æ£Zm—:) 
dont le déterminant fonctionnel par rapport à a,, a,, ..., a, est diffé- 


rent de zéro. On pourra alors résoudre r des équations 


ED 
? >] Pi,k dx! oy® 
par rapport à a@,, &, ..., a, et, en portant ces valeurs dans les équa- 
tions 
og” o om o om © 
Pom Gym? Pom Gr ym ase, Pm0— Sym? 


on en conclura que toutes les dérivées de l’ordre m de z s’expriment 
en fonction des dérivées d’ordre inférieur. 


5. Abordons maintenant le cas général. 
Considérons un système (A) d'équations aux dérivées partielles 


(1) Nous supposons, évidemment, que les r constantes qui figurent dans la fonction ¢ 
sont essentielles (wesentlich), c’est-à-dire qu’on ne peut pas diminuer leur nombre. 
Voir S. Lie, Theorie der Transformationsgruppen, t. 1, Chap. I. 
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-simultanées entre p fonctions inconnues ,, 22, ..., Sp et 2 variables 
indépendantes æ&,, ©, ..., Lp. 

Imaginons que, en adjoignant aux équations du système (A) les 
équations qu’on en déduit en les dérivant un nombre quelconque de 
fois par rapport à æ,, æ,, ..., æ,, on puisse former un système (B), 
équivalent au système (A), tel que, si s,, s:, ..., s, sont, respective- 
ment, les ordres des dérivées d’ordre le plus élevé de z,, z,, ..., #, 
qui figurent dans le système (B), un certain nombre des équations de 
ce système puissent être résolues par rapport à zoutes les dérivées 
d’ordre s, de z,, d’ordre s, de z,, ..., d’ordre s, de z,. Je dis que, 
dans ce cas, le système (B) et conséquemment le système (A) admettent 
comme systeme le plus général d’intégrales, un systeme dépendant 
d’un nombre fini de constantes arbitraires, à moins qu’il ne soit formé 
d'équations incompatibles. 

En effet, en tirant du système (B) les valeurs des dérivées d'ordre s,, 
Sy, ee Sp de Z,, 3», ... Sp, en fonction des dérivées d'ordres respec- 
tivement inférieurs, et en portant ces valeurs dans les équations res- 
tantes, on pourra mettre le système (B) sous la forme suivante 


dite +O, Z. ' à 
=e i — pen 
(B) Oxh 0x? Onn — fa, te, On (RE EN FES EST; ph 
set 


Dy— 0, cay Dqg — 0; 


v 


où les fonctions fx», et ©; désignent des fonctions de æ,, æ,, ..., 
TL de z,, 2, ..., 3, et leurs dérivées d’ordres respectivement infé- 
rieurs à $,, S,, ..., Sp, et Où, pour chaque indice #, on donne à «,, 
Ge, ..., % toutes les valeurs entières, positives ou nulles satisfaisant 
à l'égalité 

+ Qt... + On = Sy 


Cela étant, introduisons, comme nouvelles fonctions inconnues, 
toutes les dérivées de z,, ,, ..., 3, d'ordres respectivement infé- 
rieurs à $,, 52» ..., Sp en posant 


Dit Arte HA, ». 


n Z; 


nt 
4 — 4 ) 
Ox} Ox). 0x Pots, ty 


pour 
Oy Ag... + ane Si— I 


| 
4 
s 
x 
; 


eae < 
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Le système 


Oper. cx, rare Un ___ pri 
Ox}, = Jus, sat, cm (oi Sat... Edit... Eds; — 1), 
i 
CC OP Be og. Fg | 
Gh Vet ee Le Pi tee pie Py sr), 


9,— 9, mae Gqg— 0, 


ie; sont des fonctions de &,, ..., &,:3,, ..+, z, et des quan- 


tités py... est évidemment équivalent au système (B), c’est-à-dire 
qu’à tout système d’intégrales de (C) correspond un système d'inté- 
grales de (B) et inversement. Nous avons vu, d'ailleurs, que le sys- 
teme le plus général d’intégrales de (C) dépendait d’un nombre fini r 
de constantes arbitraires, et qu’on peut ramener sa recherche à l'inté- 
gration d’un système d'équations différentielles ordinaires. Il en sera 
donc de même pour le système (A). 


Remarque. — Posons 


tg; i 
n(n+i)...(n+i—:1) 
og=i+) : * 
Oa 
i! 


On voit alors aisément que le nombre r est au plus égal à 


PSE Clegg te wernt @s,—1]- 


6. Réciproquement, considérons p fonctions z,, z,, ..., 5, de x,, 
is, pee, et der parametres arbitraires @,, a,, ..., @,, 


eg Oak Oy ea Crs Te, p= Ppl Lay re Cna Gy ses Sr) 


(les paramètres sont évidemment supposés essentiels). 

Je dis qu’on peut trouver p nombres s,, s,, ..., s, tels que les déri- 
Ne dote se, 1,1. sh U0 era 2,5 par rapport a.a,, 2, ..., 
Lp, puissent s’exprimer en fonction de æ,, Ly, ..., Vp» 33, Say +++) Zp el 
des dérivées de ces fonctions d’ordres respectivement inférieurs à s,, 
D She 

Choisissons, en effet, p nombres entiers positifs ou nuls, o,, 5, ..., 
c,, tels qu’on ait F 

PZ Wo,-1 + We,-1 +++ Oo, 


et 
T0, me he OG En cite Wop—2+ 


Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome VII. 8.3 
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Écrivons toutes les équations suivantes : 


o8.:+B.+---+B, Q; 


(23) PB, Bass Bn — axbdak... dak =0 (Bi+Bi+..+ noirs Ê—1,2,...,p) 


et 
079; 


i 
(24) LÉ PRCENEE RL à cn Ox 02%. dx 


—O (dite... + An 0: I=1,2,..-,P)- 


Le nombre total des équations (22) et (23) est égal à 
(Oo,=1 +. ISLE %6,—1) 


et, par suite, est supérieur à r. Si, parmi ces équations, on peut en 
trouver r résolubles par rapport à @,, a, ..., a,, on tirera de ces équa- 
tions wi, 4... @; en fonction déw,,. +.) 2527, «+25 Sp CLUES quae 
tités ph, 8, et, en portant ces valeurs dans les équations (24), on aura 
exprimé les dérivées d’ordre 5; des fonctions z; en fonction de a,, =; et 
des dérivées, d’ordre inférieur à o;, de =;. 

Si ceci est impossible, c’est qu'il existe au moins une relation entre 
rte tn o; 
dab... dacbn 
que ces relations puissent étre résolues par rapport a toutes les déri- 
vées d’ordre 5; — 1 des fonctions z;; car sans cela les fonctions 9; ne 
contiendraient, au plus, que (@¢»+...+ ,,-2) constantes arbi- 
traires, et les r constantes a,, &,, ..., a, ne seraient pas essentielles. 

Si toutes les dérivées d'ordre 5; des fonctions +; s'expriment au 
moyen de ces fonctions elles-mêmes et de leurs dérivées d’ordre infé- 
rieur à 5;, le théorème est démontré, sinon nous adjoindrons aux 
équations (23) et (22) les équations (24), qui contiennent dès lors 
GP; 


dx... .0x$» 


itBo+ +B, ©. | 
dérivées ox | a (Bit + Bison). 

Si le système ainsi obtenu est résoluble par rapport à a@,, a, ..., a,, 
on pourra exprimer les dérivées d'ordre (5;,+ 1) des fonctions =, en 
fonction des précédentes, sinon... En continuant de la sorte, on arri- 
vera, soit à montrer que toutes les dérivées d’ordre s; des fonctions ?; 
s'expriment au moyen de +; et de leurs dérivées d’ordre inférieur à s,, 


r quelconques des quantités D'ailleurs, il est impossible 


des dérivées 


qui ne peuvent pas s'exprimer en fonction des 


a 
1 
{ 
+. 
4 
F 
i 


tT, © Où LL. See à 


(25) PB Bn Oak, 1 02 Ea P 
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soit à trouver des nombres s,, s,, ...,s,, tels que 7 équations du Sys- 
teme 
OBA + Bag; 


(PES Ai 7==1,2,..., p), 


’ 


oe 


soient résolubles par rapport à &,, a,, ..,@,, et, en portant ces valeurs 
dans les équations 


do; 


t 
se... 
Po, n dx, ..0x%» 


— 0 (ORAN LL. D), 


on aura exprimé les dérivées d’ordre s; des fonctions z; au moyen de 
xX,, Z; et des dérivées d’ordres respectivement inférieurs à s;. 


7. Pour compléter enfin ce qui précède, nous démontrerons la pro- 
position suivante : 


Tutorime V. — Étant donné un système (A) d'équations algébriques 
aux dérivées partielles simultanées entre p fonctions z,, 2, ..., 2, et 
n variables indépendantes x,, æ,, ..….,æ,, admettant au moins un système 
d intégrales, toute équation algébrique aux dérivées partielles entre les 
mêmes fonctions qui est vérifiée par le système le pus GENERAL d’intégrales 
holomorphes du système (A) est nécessairement une conséquence algébrique 
des équations du système (A) ou des équations qu'on peut former en 
les dérivant un nombre quelconque de fois par rapport à X,, Ly, ..., æ,. 


“Soit, en effet ,F —o une équation algébrique admettant toutes les inté- 
grales holomorphes du système (A). Adjoignons au système (A) toutes les 
équations (en nombre infini) qu’on peut en déduire par des dériva- 
tions. Nous formerons ainsi un système (S) d'équations aux dérivées 
partielles, en nombre infini, qui sera équivalent au système (A). Si le 
système (A) admet au moins un système d’intégrales, le système (5) 
sera compatible et l’on pourra le résoudre par rapport à certaines des 
dérivées des fonctions 3,, 32, ..-, 3», que nous appellerons dérivées de 
la première catégorie, de manière à exprimer ces dérivées en fonction 
des autres que nous appellerons dérivées de la seconde catégorie. Mème 
on peut toujours faire cette résolution de telle façon qu'une dérivée 
quelconque de la première catégorie soit exprimée en fonction de 
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dérivées de la seconde catégorie dont les ordres soient au plus égaux 
au sien. | 

Les coefficients des développements, suivant les puissances crois- 
santes de (x; — x?), des intégrales du système (A), holomorphes au 
voisinage du point x?, x, ..., æ,, sont, à des facteurs Ut 
pres, les valeurs des dérivées des fonctions z; pour æ;— #,; nous ob- 
tiendrons alors les intégrales les plus générales en donnant Bes déri- 
vées de la seconde catégorie des valeurs arbitraires, pour æ,—x,, ..., 
x, — x, et en prenant pour les dérivées de la première catégorie, pour 
x, == «°, les valeurs correspondantes fournies par le système (S). 

En effet, nous montrerons plus loin que les développements ainsi 
calculés pour s,, 22, ..., =, sont convergents quelles que soient les va- 
leurs initiales des dérivées de la seconde catégorie, pourvu que ces 
valeurs initiales restent comprises dans des domaines convenablement 
choisis. Il est clair, d’ailleurs, que ces développements vérifient le sys- 
tème (A); car, si 


(A) eds Ti 0; sen g—=9 


sont les équations du système (A) et si (/,), (/2), -- , (/,) désignent 
les fonctions de æ,,æ,, ..., x, qu'on déduit de /,, f:, ...,f,, en y sub- 
stituant à 2,, 2,,..., z, les développements précédents, les fonctions 
(fi), (2), : (4) seront identiquement nulles, puisqu’en vertu des 
conditions initiales ces fonctions, ainsi que toutes leurs dérivées, sont 
Milles pour a= DE = de 

Cela étant, remplacons dans la fonction F toutes les dérivées de la 
première catégorie qu’elle contient en fonction des dérivées de la se- 
conde catégorie. Si le résultat de cette substitution n’était pas identi- 
quement nul, l'équation F = 0 fournirait une relation entre les déri- 
vées de la seconde catégorie qu'on ne pourrait, par conséquent, 
prendre arbitrairement. L’équation F = o n’admettrait donc pas toutes 
les intégrales du système (A). 

Ce théorème, joint aux résultats que nous avons trouvés dans les 
paragraphes précédents, nous permet d’énoncer la proposition sui- 
vante : 

La condition NÉCESSAIRE et SUFFISANTE pour qu'un système (A) d'équa- 
lions aux dérivées partielles simultanées entre p fonctions 


Fy» Soy es Spel 


CNE RSS TT ee NT INR 


Lu oh ee ee RW eT ee 
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n variables x,, 25, ..., x, admette, comme Système LE PLUS GÉNÉRAL d in- 


tégrales un système dépendant d'un nombre ri de constantes arbitraires, 
ou Soit incompatible, est, qu'en adjoignant aux équations de ce système 
certaines des équations qu'on peut en déduire en les dérivant une ou plu- 
steurs fois par rapport à æ,, @5, ..., Zn, OR puisse former un second sys- 
téme (B), équivalent au système (A), tel qu'on puisse tirer de ce système 
TOUTES les dérivées des fonctions z,, z,, ..., Zp, respectivement, d’ordres 


BU 0, ef? JONCtiOn GET, Dis...» Las is Bas cs 3, et dé leurs dé- 


P 
rivées d'ordres respectivement inférieurs à $,, Sa, ..., Sp. 


Lorsque cette condition est remplie, on peut ramener l'intégration du 


système (A) à l'intégration d’un système d'équations différentielles ordi- 


naire du premier ordre. 


Nous allons appliquer la méthode que nous venons d'exposer à 
quelques exemples : 


8. Exemple I('). — Soit à intégrer les deux équations 
Da _0s dts _de, 
Ox? oy dy* 0x 


on voit immédiatement qu'on a 


ds 073 Ne MR 

0x  0x0y Oa? dy dy?’ 

oz 0? s 03 “072 
Do. a. 


Prenons comme nouvelles fonctions les dérivées premières et secondes, 
et nous sommes ramené au système 


| Fat dy 2? 
Des LUE og ge 
MT a ri = ets, dy” 
(A) or or Ot ess: dt ae 

ay gs — = 7, ——=s, 
Ox dy 0x oy 
OS» ds ver 

je ae Oy” 


(1) Voir Vatyt, Journal de Crelle, t. 95. 
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avec 
(B) 1192 CD; 


L'application de notre méthode (théorème IV) nous conduit au sys- 
teme complètement intégrable 


oa cone 7 Op _ 
C (or dy l'UMP 
dE | 2e = ie LUE tés, 
“= = $, dy? Ox Se Oy +442 


et la transformation de du Bois-Reymond (théorème III) 
oth, you 


donne le systeme différentiel suivant 


hi re 
FPE DR Me du 4 z 
dq 


. ; ads ; 
dus piety ue dare rl 


dont on tire, en intégrant, pour z, 


_u(l+e) V3 V3 
s=C+Gettimbie 2 [c, sin u(1—v) + GC, cos ms u(i— | = 


En remontant aux anciennes variables, on en conclut que l'intégrale 
générale du système proposé est 


_£+Y V3 /3 
2=C,+C,e"*¥+e ? |C sin— (æ—y)+C, cos V° (x — yf, 


où C,, C,, C,, C, désignent quatre constantes arbitraires 


Exemple II. — Considérons le système 
Oz 0s 


ees ED 0e Lg 
de npe dl pres ty 


où f'(z) désigne la dérivée d’une fonction de zs. On a immédiatement 


onl 


fy ome 
. Lee = 
Je SUR LES ÉQuATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES SIMULTANÉES . 
x 12 Le 
les Fee dérivées secondes | 
ag i. Zi | 


TRS Oz de a . : 
7: gat =) Ox Oy met ba DA Di Le 
Le système auxiliaire est alors ‘ 

| ea Oz aes | ec} Æ PL 

’ age? de ne 4 
pe aL) nie, fu) 

avec 
pe ee : 


Os 3 ) 
Pee ess ey 


0 Op 
Oh sls). 
Posons.2 = u,-y = ur, et il nous reste a intégrer le système différentiel 


ds (2 d, 
m=Pt+ih Z=se (e+e 


 onen conclut que l'intégrale générale s dépend de deux constantes 
arbitraires et est fournie par la relation 


dz 
ee ae (À ian Aa ie Cre 
2 
Ir 


Exemple III. — Soient les deux équations 
_ | ,@logs eae 
2 = SE = CAT T) Te 
on en tirefacilement 
om e Oz 0z 
Les” 7 he Ox i Cagis OF". 
a- a 2 ay? = 3as* > Ox OY — O, ay? = 3az 2 3 
ee 2 : oy Ox 
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on est amené au système 


du LE i 
ged J dy 2? 
DPA nage Op _ 
(A) Aeon Le a a 0, 
0q 0q q 
— — = 3 3? ) 
Eda. haath “aly . 
avec la relation 
(B) pq +az—o. 


Si l’on écrit les conditions d’intégrabilité du système (A), on trouve 
la condition nouvelle 
2pq + 3a3— 0, 


qui, jointe à la condition (B) et au système (A), nous montre qu'il 
faudrait avoir z =o. La seule intégrale du système proposé est donc 


Zz — 0. 
Exemple IV. — Soit à intégrer le système 


d? logs " 023 Oo? 


dzdy “at op 


On en tire immédiatement les quatre dérivées du troisième ordre en 
fonction des autres 


CAPE Ce RE payee _ 1 03 Sen 1 0's dz 1 03 07s 

on? On dy*t QYPE es 3 Oa Oy Oy = Ox dy?’ 

Rapes eS eee al5s) 3 | 1 0*3.02 1.05. O's 
Ox? dy dy dx z*\0x) dy  s dx? dy T3 dx Ox dy 


I nous faut done prendre comme nouvelles fonctions les dérivées pre- 
mières p, 7 et les dérivées secondes r, s, ¢. En appliquant la méthode 


a 
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érale, on est alors ramené au double système | of 11 


“ee 
5 ae . ci - 
(B) £ oe - | s—az + Pt, rs 
-, Le système (A) est complètement intégrable, comme il est aisé de ie 


à le vérifier; l’intégrale générale du système proposé dépend donc de 
quatre constantes arbitraires. | | 

Le changement de variables æ =u, y = us nous conduit alors au 
système d'équations différentielles suivant: | 


ser a M 
= far +o(ast+ 1), 
to du DA 
; ; M om PY Dry, 
$ du z 
| | a” = 3as(q-+ po) + L(p+qv) 
PR EO ak? 28) 


Soit p(w) la fonction elliptique de M. Weierstrass, qui dépend de deux 
constantes arbitraires g, et g,, et est définie par l'équation différen- 


tielle — 


pi = VE pu) — op (4) — 83 


“a . 
enposant — | 


. 


’ ENÉTONRE c=4/ Suv) +8, 


| Ann. de U Ec. Normale. 3° Série. Tome VIII. 5.4 
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l'intégrale générale du système (C) est 


2 = p(9) — p(t), 


g a vi 
VS RS 
a =1/rap(o — Sa D (9) — 28 +4 / aa pr(r) — “8 p(x) — Bt, 


r = 3a[p°(8) — p(r)]. 


L'intégrale générale du système proposé est done 


(I) s=p|\/Se+0 +4] p[/£e-n+el 


intégrale qui dépend bien de quatre constantes arbitraires g,, 85, &, 6. 
Il'y a un cas particulier intéressant : c’est celui où l’on a 


D 2 
Sa 276: 


Dans ce cas, la fonction p(w) dégénère et l'intégrale (1) prend la 
forme 
(II) pee 8h? 8h? 


a(eli@ty)+a__ e-h(a+y)—a)2 (eh(2-y) +B e-h(a—y)—B ÿ : 


où h, x, 6 désignent trois constantes arbitraires. 
D'autre part, il est aisé de vérifier que les deux fonctions 


+ 8h? 
I= (entra ga 


8k? 
a ( ek(x—y) +B _ e-*(x-y)—B)2 4 


qui dépendent chacune de deux constantes arbitraires, sont aussi des 
intégrales du système proposé. On voit done que, pour A= &, la dif- 
ference z, — z, est une intégrale. Les intégrales z, et z, se déduisent 
de l'intégrale (II) en os une eue infiniment grande à l’une 
des dene constantes « ou 6. On peut, d’ailleurs, trouver immédiate- 
ment ces deux intégrales en cherchant les intégrales du système (C) 


iA 
a 
A 
<— 
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qui vérifient les deux relations 


2 
q = 9, r>=éaz*+- F, 


où l’on a posée= +1. Ce sont aussi les intégrales générales des deux 
systemes 


@Plogs _ p Oz ra Oz 
dx dy — © y dy ES on 


DEUXIÈME PARTIE. 


D. Définitions. 

I. Étant donné un système d’équations aux dérivées partielles ah 
premier ordre, dinéazre, entre m fonctions u,, u,, ..., Up, etm variables 
indépendantes æ,, a, ..., æ,, résolu par rapport à un certain nombre 
des dérivées 


(1) 


u; 
’ 
OX; 
ou 


= ae py 


nous dirons que ce système est mis sous forme canonique ou, plus 


brièvement, est canonique si les fonctions Ÿ;; de æ,, æ&,, ..., æ,; Uy, 


Hiss). -; Um, et des dérivées dé u,, u3,..., u, (qui contiennent, d’ail- 
leurs, linéairement ces dérivées) satisfont aux conditions suivantes : 

1° Une contient que des dérivées par rapport aux variables a, dont 
Pindice À est égal ou FER ak; 


2° Si une dérivée =~ d’une fonction w; par rapport à la variable x, 


a, Li 
figure dans Ÿ,;, l'indice 7 de cette fonction est supérieur à 1. 


Un système canonique pourra donc être écrit sous la forme 
du; = oes. air Ji +a ait dus. 
R 


(2) nee we *ik Ox, sh Ox, 
j>t h>k 


ou les quantités a% sont des fonctions de æ,, æ,, ..., æ,: mi. 


(DRE tge 
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II. Étant donné le système canonique (2), nous dirons que la va- 
riable a, est principale ou parametrique par rapport à la fonction u; Sui- 


Fe , u; . # vs 
vant que la dérivée ae figure dans un des premiers membres des équa 
id . 


tions (2) ou n’y figure pas. 

Nous dirons, de même, qu’une dérivée d'ordre quelconque de u; est 
paramétrique si toutes les variables par rapport auxquelles cette dérivée 
a été prise sont paramétriques; dans le cas contraire, nous dirons que 
cette dérivée est principale. 

D'une manière plus précise, une dérivée sera sumplement, double- 
ment, ..., r-uplement principale suivant qu'elle contiendra 1, 2, ..., 
r variables principales distinctes ou confondues. 

III. Enfin un système canonique (2) sera dit complètement inté- 
grable si les relations, qu’on obtient en écrivant que les deux valeurs 
d’une dérivée seconde doublement principale d’une fonction u; sont 
égales, sont identiquement vérifiées en tenant compte des équa- 
tions (2) elles-mêmes et des équations dérivées. 

Pratiquement, voici comment on pourra vérifier si un système est 
complètement intégrable : on dérivera, une fois, par rapport aux va- 
riables æ,, æ,, ...,æ,, toutes les équations (2). On obtiendra ainsi un 
système dont les premiers membres contiendront, au moins une fois, 
toutes les dérivées principales du second ordre des fonctions w,, ..., Up. 
Nous prendrons alors dans ce système un système (A) d'équations 
dont les premiers nombres contiennent une seule fois les dérivées prin- 
cipales des fonctions u,, ..., u,. Désignons par (B) le système formé 
par les équations du second ordre restantes. Il est clair que les sys- 
tèmes (2) et (A) pourront être résolus par rapport à toutes les déri- 
vées principales du premier et du second ordre des fonctions u;. 

En portant les valeurs ainsi trouvées des dérivées principales en 
fonction des dérivées paramétriques dans le système (B), les équa- 
tions de ce système devront être identiquement vérifiées ('). 


(*) Les expressions principales et paramétriques sont empruntées à MM. Méray el 
Riquier (Annales scientifiques de l’École Normale supérieure, 3° série, t. VIII, p.23; 1890). 

MM. Méray et Riquier nomment passifs les systèmes que nous avons appelés complète- 
ment intégrables. Nous avons trouvé qu'il y avait intérêt à conserver l'expression complé- 
tement intégrable qui avait déjà été employée dans des conditions analogues. 
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10. Tutonime VI. — Tout système d'équations aux dérivées partielles du 
premier ordre, LINÉAIRE, entre m fonctions U,, ..., Up et n variables Dip 


æ, peut (avec un choix convenable de la notation) étre mis sous forme 
CANONIQUE. 


Soit, en effet, (A) un système d’équations aux dérivées partielles 
linéaires. Tirons de ce système le plus grand nombre de dérivées des 
fonctions w,, ..., uw, par rapport à la variable a, qu’on en puisse tirer 
en fonction des autres. Nous pourrons toujours supposer, sans restric- 


: : ee Ou, Ou : 

tion, qu'on puisse ainsi tirer ="; —’, -.-, Ur en fonction de x fau 

Oz, OX, Ox, t Ê 
OUp+4 Olu PERS x 
elaine i ECC oi. des dérivées par rapport à æ,,..., 
E 3 Ou, Olly ; . 
a,. En portant ces valeurs de Je "5% dans les équations restantes 
aaa | 1 


du système (A), nous obtiendrons des équations linéaires et ne con- 
tenant plus aucune dérivée par rapport à æ, : soit (B) le système ainsi 
obtenu et (G,) le système formé par les équations résolues par rapport 
~~ OU, OU» ‘ 

ee 
au systeme (A), et (G,) satisfait aux conditions d’un systeme cano- 
nique. 

Supposons alors que (B) contienne des dérivées par rapport à x, 
et résolvons d’abord le systeme (B) par rapport au plus grand nombre 


L’ensemble de (G,) et (B) est évidemment équivalent 


Ou, Ou, : 
, +++, —” par rapport auxquelles on peut résoudre : 
On QUES pa pp q P 


nous pouvons toujours supposer qu’on puisse ainsi tirer 


des dérivées 


du Oly’ À 
Pts Oa tees 
d 2 on 
et, en portant les valeurs de ces dérivées dans les équations restantes, 
3 : : dv; du; 
on aura un système qui ne contiendra plus que des dérivées ae pour 
a 


lesquelles ¢ est supérieur à p. Résolvons encore ce système par rapport 


RR , Ou; 2e à : 4 rar “J a JU p+1 dr on OU p+g 

aux dérivées ae qu'il contient, nous tirerons ainsi au se 
; eae OUp+g+1 OU» 

en fonction de u,,..., Umi V4, ..., &,, des dérivées pe ei 


et des dérivées par rapport aux variables æ,, ..., æ,. Par cette opéra- 
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tion, nous aurons remplacé le système (B) par un système (G,) cano- 
uj 
n 
de et u 
système (C) ne contenant plus que des dérivées par rapport aux 
VArTIADIeS EN D ite DE 
Supposons que le système (C) contienne des dérivées par rapport 


xe, cs 


nique, formé d’équations résolues par rapport aux dérivées 


is ha uP Ey . 
1° Nous en tirerons toutes les dérivées ~~, pour lesquelles 
3 
taps 
soit 
Ol, ur RMS 
02, Oats (P"<P’) 


qu’on peut tirer, et nous porterons leurs valeurs dans les équations 


: À PER UOTE 
restantes, qui ne contiendront plus que des dérivées 9. Pour les- 
3 


quelles z est supérieur à p'; 


: . ; ete Os 
2° Des équations restantes, nous tirerons les dérivées +7 > pour les- 
ri 
quelles 
Pi <tep, 
qu'on peut tirer; soit 
OU p'+1 Oup +k ‘ 
eis 8 = k= 
ses Je (P+ zp); 


et nous porterons leurs valeurs dans les équations restantes ; 


2 : rete a CO LES 
3° Nous tirerons de celles-ci les dérivées gx. Pour lesquelles 
“3 
PSLEP+ 4; 
soit 
du or 
ee tbe fyoos 
Ox, 02, P 
NS di cade ae PL ee 
4° Nous tirerons les dérivées Jr” OÙ 
MES: 
i>p+q; 
soit 


pra... OUpsrgen 
OX; OX, 


| 
; 
: 
3 
| 
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Nous décomposerons ainsi (C) en deux systèmes (Gy et (CD eeG, \ 
2 . nl . , ° , tl; 
etant canonique et résolu par rapport aux dérivées an (D) ne conte- 
3 


nant plus que des dérivées par rapport à x,, ..., æ,. L'ensemble des 
systèmes (G,), (G.), (G;), (D) est évidemment équivalent au sys- 
tème (A); en continuant la résolution de la sorte, on voit bien que 
l’on finira par remplacer le système (A) par un système (G,), (G,),..., 
(G,) canonique équivalent, (G,) désignant un groupe d'équations réso- 
lues par rapport aux dérivées wt 

Remarque. — Le procédé que nous venons d’exposer semblerait 
tomber en défaut si, au bout de & opérations, par exemple, on trou- 
vait un système (G,), (G,), ..., (Gx), (L) équivalent au système (A), 
et tel que le système (L) ne contienne plus aucune dérivée des fonc- 
tions ,, Uy. ..., U,, mais, dans ce cas, les fonctions w,,u,,...,u,, véri- 
fiant le systeme (A) seraient liées par les relations (L), qu’on pourra 
résoudre par rapport à un certain nombre d’entre elles, de façon a 
les exprimer en fonction des autres et des variables v,, ..., æ,. En por- 
tant ces valeurs dans les équations (G,), ..., (G;), on aura un sys- 
teme (A) linéaire, contenant un nombre moindre de fonctions, on 
mettra le systeme (A’) sous forme canonique, et finalement le sys- 
teme (A) sera remplacé par l’ensemble d’un système canonique (T) 
et d’un système (R) de relations ne contenant aucune dérivée. 

Il suffira done d'étudier le système (T°). 


Taéorème VII. — Dans tout système canonique, les dérivées secondes, 
SIMPLEMENT PRINCIPALES, des fonctions inconnues peuvent être calculées au 
moyen des équations du système en fonction des dérivées premieres et des 
dérivées secondes parametriques et chacune d elles a une valeur BIEN 


DETERMINEE. 


Soit, en effet, le systeme canonique 


Ou; x 
=. Ur CS ou DR 
Lhe 


Supposons que les variables x,,,, ..., æ, soient paramétriques pour 
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toutes les fonctions, et rangeons les équations de ce système en un Ta- 
bleau rectangulaire, de telle façon que l'équation 


du; 


(A) Ox; UT 


occupe la ligne de rang ¢ et la colonne de rang &. Le Tableau aura ainsi 
m lignes et r colonnes; d’ailleurs, certaines des cases de ce Tableau 


pourront être inoccupées. Remarquons, tout d’abord, que toutes les 

du; 
0x, 0%y 
seront immédiatement fournies en fonction des dérivées premières et 
des dérivées paramétriques par 


dérivées simplement principales où l’indice A est supérieur ar 


OS heer id, 
Ox; OX p, (= dx 


(B) (dix), 


car le second membre ne contiendra que des dérivées premieres ou 
des dérivées secondes paramétriques. 

Supposons en second lieu que = soit inférieur ou égal à r. Dans le 
second membre de l'équation (B), il pourra figurer certaines dérivées 
secondes simplement principales, car a, est principale pour certaines 

du, 


fonctions. Supposons, par exemple, qu’il y figure la dérivée Re 
10Th 


système étant canonique, / sera plus grand ou égal à &. 
1° Soit {= #. Reportons-nous alors à la colonne de rang 2 dans la- 
quelle figure l’équation 


du, 


C 
(C) + 


— Vins 
et dérivons par rapport à x, 


OU oes ek 


D : tax 
ss OX}, OX; ne dx, (Usp) 


or - us 2 < 
Remarquons que, puisque a figure dans Ÿ, c’est que s >7z et 


l'équation (C) se trouve dans une ligne plus basse que l'équation (A). 
Le second membre de l'équation (D) peut contenir des dérivées 
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OU, ; ; 

principales. Supposons qu’il contienne dx 9x, > ! Sera égal ou supérieur 
Ti k 

ah. 


(a). t=h: alors p>s >i, et nous serons ramenés a la colonne 
de rang £, mais dans une ligne de rang supérieur a £. 
(b). 15 A: nous serons ramenés à cs l'équation 


ote so, 


= Yor 


de la colonne de rang #, et si ee 


0? Puy 
OX, 02, = ber) 


contient, dans le second membre, une dérivée principale, il nous fau- 
dra revenir à la colonne ¢ de rang supérieur à k. . 
2° Soit /> &. Considérons l'équation (C) et dérivons-la par rapport 
AL à 
du, 


OX), 0%; 


d 
(E) = qe, (sn) 

Si dans le second membre il existe des dérivées secondes simple- 
ment principales, on sera ramené a considérer une équation de la co- 
lonne de rang /, où J > &. 

Remarquons qu’en continuant de la sorte le cas J=k, t=h 
[1°, (a)| ne pourra pas se présenter indéfiniment, car, puisque à chaque 
fois on est ramené à une équation située dans une ligne de rang plus 
élevé, on arrivera au moins, au bout de m opérations, à EE une 
colonne de rang supérieur à À ou #. 

On en conclut que, par la suite, on arrivera finalement soit à une 
dérivée seconde, simplement principale, quis’exprime en fonction des 
dérivées paramétriques, soit à considérer une équation de la colonne 
de rang r, 


dust. 
(F) Dee Var 


En dérivant par rapport à æ;, on obtient 


du d 
ae 4 (Yar) 
0x; 02; dx; 
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(H) 
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Si le second membre contient des dérivées principales, elles seront ou 


2 


2 


bien de la forme ——2— qui sont connues, ou bien de la forme 
- Ox; aaa: * 


2 LA | a e , La by 
ee . Dans ce dernier cas, on sera ramené à considérer une équation 
Lj, OL» 
de la colonne, qui pourra, tout au plus, vous conduire à une équation 
de la colonne r située dans une ligne de rang supérieur à g, et au bout 
d’un certain nombre d'opérations on arrivera nécessairement à quitter 
la colonne de rang r, c’est-à-dire à exprimer les dérivées en fonction 


des dérivées simplement principales connues de la forme 


0? uj; 


OX; OX p+¢ 


On voit par là qu’on pourra ranger les dérivées secondes, simplement 
principales, en une ou plusieurs séries, telles que la (p + 1)" déri- 
vée d’une série s'exprime au moyen des p premières, et, par suite, 
qu’on pourra calculer toutes les dérivées de proche en proche, et que 
leurs valeurs seront bien déterminees. 


11> Lemmy. — St Lon. désigne paru it nas. Sue Gis Pas + regen 
des constantes positives quelconques, par une constante positive plus petite 
que 1, et st l’on pose, pour abréger, 


T = Oy Ly Oy gt... + Oy n+ By ity + Bog +...4+ Bmttm, 


J 
it 


G(r) = : 


> 


le système différentiel total, complètement intégrable suivant 


Bi Ou; _ m@(r) 


ax OLX, 1—-EO(T) 


(3) 


(me vp any Res a, a Ry 


admet un système d’intégrales holomorphes au voisinage du point 


Li La... — Ly— O0, QU, pour Ti = Li =... =X, = 0 Se réduisent 
à zéro, et dont toutes les dérivées ont des valeurs essentiellement réelles et 
POSITIVES pour Ty = Ly=... = Ly = 0. 


(Nous renverrons le lecteur, pour la démonstration de ce lemme, au 
Mémoire déjà cité de MM. Méray et Riquier, p. 47.) 


= 
; ; 
% 
] 
f 
F 
4 
] 
, 
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12. Tutortme VIII. — Étant donné, d’une part, le système canonique 
COMPLETEMENT INTÉGRABLE d'équations linéaires aux dérivées partielles du 
premier ordre 


du: 00) ip OU 
(2) eee: +Ÿ ai j + ¥ ait is 
Ox; 00 jk Ox x sh Op, 
j>i h>k 
entre MM fonctions. U;,-U3, ..., Up étn variables æ,, 2, ..., Ln, et, 
d'autre part, m fonctions arbitraires Dis Por» Om des variables w,, 
De ray A) holomorphes DUO SC AUPONE TE aL, Mile 


telles que ©; ne contienne que celles des variables x, qui sont PARAMETRIQUES 
POUR LA FONCTION u; ef se réduisent respectivement a uj, US, ..., Ue, 
POUr Lt. 

St les coefficients a’, sont holomorphes au voisinage des valeurs x,= x?, 
u;=u;, il existe UN SEUL système de fonctions u,, Uz, ..., Um, holo- 
morphes au voisinage du point x,= x}, vérifiant le système ( 2 ) et telles 
que u; se réduise a 0; lorsqu'on y remplace les variables x,, qui sont prin- 
cipales pour elle, respectivement par x’. 


Remarquons, tout d’abord, que nous pouvons toujours supposer que 
les fonctions ©; sont identiquement nulles et de même que a; = 0; 
car cela revient à remplacer dans les équations (2) les quantités wu; 
par u;-- 0;, ve par ee 

CET: CES Ox, 
clair qu'une telle transformation conserve au système sa forme cano- 
nique et le transforme en un nouveau système complètement inté- 
grable ('). 

Cela étant, on voit que, s’il existe un système d’intégrales, holo- 
morphe au voisinage du point a, = 0, vérifiant le système (2) et tel 
que u,; se réduise identiquement à zéro, quand on y annule les va- 
riables principales, les coefficients des développements de ces inté- 
grales seront fournis par les conditions initiales jointes aux équa- 
tions (2). En effet, les coefficients de ces développements sont, à des 
facteurs numériques près, les valeurs des dérivées des fonctions wu; 


» et ensuite a, par æ;— x,, et il est 


00; j : : 
(2) Il faut cependant que les dérivées SE des fonctions 9; soient holomorphes au voi- 
k 


sinage du point x1= xf, ..., Zn = ah. 
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Or +... +, u; ) 
Oh, 6. OLR" J ex =0 


En vertu des conditions initiales, les valeurs de toutes les dérivées pa- 
ramétriques seront égales à zéro pour a, =... = 2,—= 0. En différen- 
tiant convenablement les équations 


par rapport à des variables paramétriques pour &;, puis en faisant 
v= &@,=...=x,=0, et en remplaçant les fonctions wu; et leurs dé- 
-rivées paramétriques par zéro, on aura toutes les valeurs des dérivées 
simplement principales pour 2, ==...=2,= 0, et ces dérivées seront 
bien déterminées, en vertu du théorème VII, puisque le système (2) est 
canonique. 

Si l’on différentie, ensuite, les équations une fois par rapport à une 
variable principale et un nombre quelconque de fois par rapport à des 
variables paramétriques, elles fourniront les dérivées doublement 
principales en fonction de æ,, ..., 2, des fonctions u;, de leurs déri- 
vées paramétriques et de leurs dérivées simplement principales, et, 
comme le système est complètement intégrable, elles fourniront une 
seule valeur pour chacune de ces dérivées. En annulant alors toutes 
les variables, les fonctions et leurs dérivées paramétriques, et en don- 
nant aux dérivées simplement principales les valeurs calculées, on 
aura ainsi les valeurs des dérivées doublement principales pour 
DES Van en. 0. 

En différentiant les équations (2) deux fois par rapport à des va- 
riables principales, et un nombre quelconque de fois par rapport à des 
variables paramétriques, elles fourniront les valeurs des dérivées 
triplement principales en fonction de a,,..., @,, de u,, ..., Up et de 
leurs dérivées paramétriques, simplement et doublement principales. 
D'ailleurs, le système étant complètement intégrable, il est aisé de 
se rendre compte que l'on n’obtiendra ainsi qu'une seule valeur pour 
chacune de ces dérivées. En annulant les variables, les fonctions uw, et 
leurs dérivées paramétriques, et en donnant aux dérivées simplement 


aa 
afl . 
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et doublement principales leurs valeurs calculées précédemment, on 
obtiendra ainsi les valeurs de toutes les dérivées triplement princi- 
pales pour#,=a2,=...=a,=0. 

En continuant de la sorte, on calculera, évidemment, sans ambi- 
guité, les valeurs initiales de toutes les dérivées principales. 

Ceci nous montre, d’abord, que s’il existe un système de fonctions u; 
satisfaisant à l’énoncé, il en existera un seul. D’autre part, il est aisé 
de se rendre compte que, si les développements formés avec les coef- 
ficients calculés comme nous venons de l'indiquer sont convergents, 
les fonctions régulières u; qu'ils représentent vérifient les équations (2). 


En effet, désignons par $; la fonction de æ,, æ,, ..., æ, que l’on ob- 
tient en remplaçant les quantités u; dans les expressions 
du; A aik _ Sail Ou; Jp ik dus 
OX, iy Te der 
jt h>k 


par ces développements. Les fonctions $;, seront, d’après la manière 
même dont nous avons calculé les coefficients des développements, 
nulles ainsi que toutes leurs dérivées pour æ,=7x,=...—#,— 0; elles 
sont donc identiquement nulles, puisqu'elles sont holomorphes. 

Pour démontrer le théorème, il ne reste donc plus qu’à démontrer 
la convergence de ces développements. 

Nous rappellerons d’abord la proposition suivante : Étant donnée 
uUnesoneton tr 4}, ...,4.) des variables x; et u; holo- 
morphe au voisinage des valeurs æ;= 0, u;= o dans un domaine de 
rayon 9, soit M une quantité positive supérieure ou égale au plus grand 
des modules des diverses valeurs que la fonction acquiert lorsque les 
variables prennent toutes les valeurs possibles dans des domaines de 
rayons p autour de leurs valeurs initiales. La fonction suivante 


M 


PET 


MO (7r)— > ou Cateye Opin tm Out ee + Om Un 


et dans laquelle «,,..., %, Bi, ..., Bm désignent des quantités 
ke é A cael = Â 
positives au moins égales à 3° est majorante pour la fonction 
Te 
Da a Cae es ...; Um), AU pot 2 = 0, u;=0, C est-à-dire que 
pour æ,= 0, u;=0, la fonction MO (7), ainsi que toutes ses dérivees, 
acquièrent des valeurs réelles, positives, respectivement supérieures ou 
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égales aux modules des valeurs de la fonction f(æ,, ...,æ,, ui, ..., Um ) 
et de ses dérivées correspondantes pour 2, = 0, u;= 0. 

Cela étant, désignons par pj, le nombre total des termes qui se 
trouvent sous les deux signes X dans le second membre de l’équation 


a — ah +... du système (2) et considérons le système auxiliaire 
Lp 
suivant 


du; bp € B; du; D Bs a, dus 
! a > RES ee ie LE 
(a ) Ox; BG; @(x) pee a 6; Ox}, fea Bi ah OX pj ; 
jae h 


où, dans chaque équation, sous les signes X, les indices 7, s et h ne 
prennent que les valeurs qu'ils ont, sous les mêmes signes, dans l’é- 
quation correspondante du système (2) et où € désigne une quantité 
positive plus petite que 1. On voit, immédiatement, que si, dans les 
seconds membres des ru de ce système, on remplace les quan- 


ss Ps dus By du; Bi Ou; Sed “pe 
tites Pee Este yd nd mer LE retrouve des équations du sys 
teme (3) du lemme. On en conclut que le système (2’) admet toutes les 


intégrales du système (3) et, par suite, qu’il admet un système d’inté- 
grales u, = 0,, Us = 93, ..., Um = Vm, holomorphes au voisinage du point 
XL, = X,=...= L,= 0, qui, pour ce point, se réduisent à zéro et dont 
toutes les dérivées ont des valeurs positives pour æ, =x, =...= 

Soit, alors, p le rayon du domaine de régularité des fonctions ais 
autour du point a, =o, u;=o et M une quantité positive égale ou su- 
périeure au plus grand des modules des diverses valeurs de éoutes ces 
fonctions dans ce domaine; je dis qu’on peut choisir les constantes p, 
a, et B,, de façon que l’on ait, à la fois, 


; + ae. mS ee 
PEF | ), ER PE 20 ths) 
avec 

Ae» 


ae 


En effet, désignons par n la plus petite des quantités < et posons 
Pik 


Mi ais ee 
k p” Piso 


M . 
N = —, si on prend 
n 


>- 


x 


Ne 


ereT. du 


Pe eo PCR 
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on vérifiera les inégalités 
ee Peg SMe iad) 
(car on peut toujours supposer N > 1). Soit, ensuite, rl’indice de celle 


des variables qui peuvent être principales par rapport à l’une quel- 
conque des fonctions uw; dont l'indice est le plus élevé; & ne pourra alors 


prendre que les valeurs 1, 2, ..., 7. D'autre part, la plus petite valeur 
que puisse acquérir le quotient = est évidemment 5 ;; On satisfera 
donc certainement aux inégalités 
>= ED thoy (h>k), 
p Pik Bi & 


en prenant 
er DEN" (ZE), 


Ah 


ce que l’on réalisera en prenant 


Hp 4 = App. Un — >) 
NF Nr NF 
p= ——) Xp = 0 ) Cy Ce p 
3. Na en prenant 
Le M NE 


on vérifiera les inégalités 
u2M. 
OL 

Les constantes x, a, et B; étant ainsi choisies, on voit alors immé- 
diatement qu’un terme quelconque dans une des équations (2’) a pour 
coefficient une fonction majorante, au point æ;= 0, u;— 0, pour le 
coefficient du terme correspondant dans l’équation correspondante du 
système (2). 

De la on conclut immédiatement que les développements des in- 
tegrales Pi Fos ++ +> Gm du système (2’) ont des coefficients positifs et 
qu'un coefficient quelconque de #; est une quantité positive supérieure 
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ou égale au module du coefficient correspondant calculé pour le déve- 
loppement de l'intégrale u; du système (2). En effet, les dérivées para- 
métriques de #; sont supérieures aux dérivées paramétriques correspon- 
dantes calculées pour u; (pour a, = 0), carles premières sont positives 
et les secondes sont nulles. Désignons par ¢? ce que devient ¢; quand on 
y annule toutes les variables principales par rapport à w;. Il existe un 
système d’intégrales #,, ..., % du système (2") telles que, lorsqu'on 
annule les variables principales, elles se réduisent respectivement à 
o°,..., 9%, et, en faisant un raisonnement identique au raisonnement 
fait précédemment, on montrerait qu'il n’existe qu'un seul système 
satisfaisant à ces conditions, et que les coefficients des développements 
sont fournis par les équations (2’) jointes aux conditions initiales ('). 
Les dérivées principales des fonctions ¢,, ...,%,, pourront donc être 
calculées au moyen des dérivées paramétriques, de la même façon que 
nous l’avons fait pour &,,...,u,, dans le système (2); et l’on voit que 
l'expression d’une dérivée principale dev;, pouræ, = 2, =...= #,=0 
se déduit de l’expression de la dérivée correspondante de uw; en y rem- 
plaçant les dérivées des fonctions u,, ..., u,, par les dérivées corres- 
pondantes de ¢,, ...,%» et les coefficients par des quantités positives, 
supérieures ou égales à leurs modules. Une dérivée quelconque de ¢; 
est donc une quantité positive supérieure ou égale au module de la dé- 
rivée correspondante de w;, calculée pour x, = 0. 

Les développements des fonctions 9,, ..., ¢, étant convergents, il 
en est donc de même des développements calculés pour w,, ..., Wp: 


13. Corollaire. — Le système d’intégrales holomorphes dont l’exis- 
tence est démontrée par le théorème VII est le système d’intégrales 
holomorphes plus général qui vérifie le système canonique, comple- 
tement intégrable (2). 

En effet, soit w,, u,, ..., u,, un système quelconque d’intégrales du 
système (2) holomorphes au voisinage du point æ, = 2, ...,”,=a°. 
Soit #; ce que devient w; lorsque l’on remplace dans cette fonction les 


1 
(1) Remarquons que le système (2’) n’est pas nécessairement complètement intégrable. 
Mais ici cette condition n’est pas nécessaire, puisque nous savons d'avance qu'il existe au 
moins un système qd’ intégrales w1, .. -, m Satisfaisant aux conditions initiales. 
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variables principales pour w; par les valeurs initiales : le théorème VII 


nous apprend qu'il existe un système d’intégrales du système (2), 
holomorphes au voisinage du point æ,= x?, et un seul tel que u, se 
réduise à 9; lorsqu'on y remplace les variables principales par leurs 
valeurs initiales. Ce système est donc, nécessairement, le système w!, 
ae 

Il pourra arriver qu'un même système linéaire d’équations aux déri- 
vées partielles du premier ordre puisse être mis de plusieurs manières 
sous forme canonique complètement intégrable. 

A chacune de ces manières correspond, au moyen du théorème VII, 
une forme du système le plus général d’intégrales, mais ces diverses 
formes ne sont pas distinctes. | 

Ainsi, considérons, par exemple, le système 


\ as ie x 2“, 


(ir Te dy 

(A) 
0 =} Lb: = H Os 
Oye) dar 


où H désigne une constante non nulle. Il est susceptible des deux 
formes canoniques, complètement intégrables, suivantes : 


es = oS Jal me 
) ov ye! dv 
Oot.) 2H dy 
et 
OU. ° & 1 Ou 
| Ove le 0% 
C) | ‘ 
av ae 
| Oy = U + H Ox 


\ A 9° Pl seg: . 

La forme (B) montre que le système admet un système d'intégrales 
tel que, pour x =a», u et » se réduisent respectivement à deux fonc- 
tions données à l’avance de y, 9,(v), 92(y)- La forme (C) nous ap- 
prend qu’on peut trouver deux intégrales wu et # qui, pour y = yo, se 
réduisent à deux fonctions arbitraires de æ, Y,(x), L,(æ). En vertu de 
notre corollaire, on pourra toujours déterminer les fonctions 9, et 9, 
de façon que le système d’intégrales correspondant à la forme (B) 
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coincide avee tel système holomorphe que l'on voudra correspondant 
à la forme (C) et réciproquement. 


14. Ce qui précède nous prouve donc que, étant donné un système 
linéaire canonique complètement intégrable, pour que ce système ad- 
mette un système d’intégrales régulières satisfaisant à des conditions 
initiales données, il faut et il suffit qu’on puisse déterminer les fonc- 
tions arbitraires 9,, 92, ..., ©, que contient l'intégrale générale définie 
par le théorème VII, de façon à vérifier ces conditions. 

Considérons, par exemple, le système (A) du n° 13. Rien ne prouve 
qu'il existe un système d’intégrales uw et » de ce système et tel que, 
pour æ = x, use réduise à une fonction donnée de y, 9(y), et, pour 
Y = v se réduise à Ÿ(æx). M. Méray (') a, effectivement, montré 
que, si Hzr, il existe un système d’intégrales satisfaisant à ces condi- 
tions, mais que, si H >1, il n’en existe pas. 

On peut, cependant, donner un énoncé un peu plus général du théo- 
reme VII, de la facon suivante : 


Supposons que les variables x,,,,x,,,, ...,x, solent paramétriques par 
rapport à TOUTES les fonctions u,, u,, ..., Um. Soient alors 


Di(Lrtis CP EN] Ln), dh OE; Wr (Lprriy os 3 Ln) 


r fonctions des seules variables x,,,, ..., x, holomorphes au voisinage 
du point æ&,,,, ..., x), ainsi que leurs dérivées partielles du premier ordre. 
Le systéme (2) admet un système d'intégrales u,, Uy, ..., Uns régulières 
au voisinage du point x), ..., x! et telles que u; se réduise à une Jonction 
donnée à l'avance o; des variables paramétriques pour u;, lorsqu'on y 


remplace srs variables principales x, respectivement par les fonctions wy. 


Ce cas sé ramène immédiatement au cas du théorème VII, en faisant 
le changement de variables 


— Ul . — \ . —— af — t 
Li = Li + Wi, NA Lp Ë y + Dry Bete ees Dre LT. 


(1) Voir Méray, Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. CVI, p. 648, et Méray 
et Rreurer, Loc. cit. 
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15. Un cas particulier très intéressant des systemes canoniques est 
le suivant : Considérons le systeme 


Cs “Ou, Ou, 
Ox, = di ss Ox, = Y1,19 EE = Dis 
du sot Ou, Oe 
(4) Ox, = "2519 Ox, == Dors OF 1 == De re 
re à fa à ay Sih GaOnton pcan NGaERE Baer fen CLE 
OU», =e * OUy, Let OUy, 4 
| Ox, — ae Betas dx, == Dir OL pat = En 


dans lequel les variables x,, æ,, ..., x, sont principales pour toutes 
léstonchons-u,; ...,U,3 les variables &.,.,æ,,,, --.5 2, sont parg- 
métriques pour toutes ces fonctions, et la variable x,,, est principale 
Donnez el parameétrique pour, :.., Up. ol un tel 
systeme est completement intégrable, il admet, en vertu du théo- 
reme VIT, un système d'intégrales w,, uy, .. i, elque, pour a, =a, 


D Tp 2, Uy, 9. 3; 1k, Se reduisent à 


Le, 
PRIONCHUNS arvittaires @;, O,,-:.., ©, dés variables 2.2.1... Xn, 
Cie Onn td a Ope Unis Uhr 1s Um be Téduisent a 
(m — p) fonctions arbitraires @,,,, p,,,, ..., ©, des variables x,.,, 


Lio) +++, Ly. Faisons alors le changement de variables suivant 


—— Ba 20) 
La = As La A eR oer Bie 2) ey Ving 


a — wl Saal 
Ly+1 = Ly41 Sy rts CAE LC — Ty Sn Vas 


le système se transformera en 


Ou, OT du 
Oy == Kast pas) dy, ale OV ri = Xi,r+is 
, u 
(5) / on OD) DOI) oa = K2,19 ae — Kant 
NET OP lene hon ; ay Tie i et Ses Me SNR essen à 
OU» OU» CURE 
Oy, Xm,1» ; dy, == Yom, ET Xp rite 


et le nouveau système (5) admet un système d’intégrales u,,u,, ...,u 
correspondant au système d'intesrales w,, ue, u, de (4), tel que, 
DOM 0, Ur Lays +, u, se réduisent à ®,, ®,. ., ®,, et, pour 
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VG OY 0, pees u!, se réduisenta®,,,, ..., Om, at cela 
quelles que soient les valeurs attribuées à Yo, Vy. +++» Yrs pourvu qu elles 
soient finies (®,, P,, ..., Bp, ®,.,, ..., On désignent ce que de- 
viennent les fonctions 9,, 925 ..., ps pris ++» Pm quand on y fait le 
changement de variables). Or, si l’on considère le système 


Ou, à du, 

A — Abt) OV res La,r+15 
CRE EEE CN Te A Re à iy 

um __. dus _. 

dy = %my19 OY ra — Ypyrti 


où l’on considère y,, 3, ..., y, comme des paramètres, ce système 
admet un système d’intégrales régulier et un seul tel que, pour y, = 0, 
PRO: Uys ses, Up Se réduisent ay Dy, 1,0; 16t DOS D, 
pris + +9 Um Se réduisent à ®,.,, .., D: C'est donc, nécessaire: 
ment, le système u',u,,...,u,. 

L'intégration du système (4) est donc ramenée à l'intégration du 
système plus simple (6). 

Dans le cas où p =m, on a les systèmes de M. J. Konig ('), dont 
l'intégration se ramène donc à un système de m équations, c’est-à-dire 
un système de la forme de ceux de M™ de Kowalewski, où le nombre 
des équations est égal au nombre des fonctions inconnues. 


(74 


16. Il est naturel de chercher alors s’il ne serait pas possible, dans 
tous les cas, de trouver un changement de variables tel qu’on puisse 
transformer un système quelconque linéaire en un autre système qui 
soit susceptiblé de prendre la forme canonique (4). 

Nous montrerons d’abord qu'il suffit d’essayer un changement de 
variables linéaires. Soit, en effet, 


ei 
Il 
| 

F2 


un système linéaire d'équations aux dérivées partielles du premier 


(1) J. KôniG, Mathematische Annalen, 1. 23, p- 520. 


"+ 


3 
1 
4 
E 
; 
3 
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ordre. On peut toujours supposer que 4; ne contient pas explicite- 


ment les variables indépendantes æ,, æ,, ...,æ,, car, s’il n’en était 
pas ainsi, il suffirait d'introduire n fonctions nouvelles #,, 7,, ..., ¢ 
et de considérer le système 


n? 


ot AUDE 
(71) Nas < 
Pees _ Oty 
oo ieee (RER), ore (BR EEE), 


où (Ÿx) désigne ce que devient 4; quand on y remplace respective- 
mentæ,, Lo, ..., Æy part,, ty, ...,¢,. Le système (7’) est évidemment 
équivalent au système (7), pourvu qu’on prenne la valeur initiale de #, 
égale à la valeur initiale de a,. 

Supposons donc que le système (3) ne contienne pas notant 
Li, Ds -.., A et faisons un changement de variables dinéazres 


pu 1 1 
Va Ee Aes et On, 
— 2 2 2 
(8) Vo = Adi dot... +02 2p, 
SS Cece ene ae bh Cee ee re : 
= nr R 1 nr 
Vn OD Oe Lat nn, HOE, 


Pour ae a ce changement, il suffira de remplacer, dans les 
équations (7), ee * par 


1 JU; , Ol; Ou; 


À = Yee Se eg ea , 
107 fie da Or. 


et l’on obtiendra aussi un nouveau système linéaire (L) dans lequel 
les coefficients des dérivées sont des fonctions linéaires des quanti- 
tés &,. S'il est impossible de résoudre le système (L) par rapport à 
du, dus OU» 
ee oy, 
dérivées dans m quelconques des équations du systeme (L) est identi- 
quement nul, quelles que soient les valeurs des quantités «,. D'ailleurs, 


, c’est que le déterminant des coefficients de ces m 


: : : ; : : : Ou Ou 
il est clair que, si cette résolution est impossible pour a? te) à 
il 1 
: du du . sie, . 
elle le sera aus Te car rien ne distingue jusqu’ici y, 
vk k 


et y4. Imaginons, maintenant, qu’on fasse un changement de variables 
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quelconque 
m= (XA, sey He) eng ¥n— On (Li brie 


05; 
OX; 
si la résolution est impossible après avoir fait la transformation (8), 
elle le sera aussi après la transformation (9). Si la résolution du sys- 
tème (L) par rapport à D tony = est possible, pour des valeurs 
convenablement choisies des quantités a, on pourra remplacer le 
système (L) par l’ensemble du groupe (G,) de m équations résolues 


par rapport à oe ve.) De, et d’un système (L’) ne contenant plus de 
1 1 


Cela revient à remplacer dans le système(L) «, par et, par suite, 


dérivées par rapport à y. Il faudra ensuite chercher à remplacer les 
variables y,, ..., y, par de nouvelles variables z,, ..., z,, de façon 


que le système (L’) se transforme en un système résoluble par rapport 


OU du a AL 
> ….) oak et, d’apres ce que nous venons de voir, il suffira de 


chercher une formation linéaire; et ainsi de suite. Comme une suite 
de transformations linéaires peut étre remplacée par une transforma- 
tion linéaire unique, on en conclut que, si le système (7) ne peut pas 
être ramené à la forme (4) par une transformation linéaire, aucune 
transformation plus générale ne pourra le faire. — 


17. Il est maintenant aisé de montrer qu’il n’est pas toujours pos- 
sible de ramener un système linéaire quelconque à la forme (4) par 
un changement de variables. Il nous suffira, à cet effet, de donner 
l'exemple suivant, où cela n’est pas toujours possible. 

Considérons le système 


a +b de = xs 
Ox x 
(A) 
| a! du b! dv = YyY’ 
dy dy NT 


4 ! , 7, et à . 
où a, b, a, b’ sont des constantes, X’ la dérivée d’une fonction de x 
et Y’ la dérivée d’une fonction de y. Effectuons le changement 


(æ'— ax +6y, 
(B) NA ry 
(YS aALr+ Pp 


a Rs) .s, DL VAS: 


COR T 


xs 4,2 LR 
LES 


à Le bee dl 
a 


= 


a 
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ona 
du Ou de Ov 
a oN Pa ala ay Oe rd rm 
du Oct ov ov 
Ba ps “de Gla as + 6b! Ox! re (Y’), 


(X’), (Y’) désignant ce que deviennent X’ et Y’ par la transformation. 
du de 


Le déterminant des coefficients de at tj est égal a 
ao 
al re | 


Done, si ab’ — ba’ est différent de zéro, on pourra résoudre par rap- 
du Ov . . eee ee fi 
port à dx! C5 Mals, SI ab’ — ba’ était égal à zéro, ce serait wnpos- 


stble. 
1 ab'— ba' +0; 


on pourra alors ramener le systeme (A) ala forme 


We A -B ve C Lier 
c Oa! dy Oy 
ial | av Een. due de 

Plus fer tals dy” 


qui est canonique et complètement intégrable. 

L'intégrale générale dépendra donc de deux fonctions arbitraires 
d’une seule variable. 

Il est aisé de voir que, dans ce cas, l’intégrale générale est donnée 


par 
oh 4 o(y)|0' =| Y= px) 


ab! — ba' 
_(Y¥+4(2yla—[X+ eye", : 
ab’ — ba! 


ou b(x) et o(y) sont deux fonctions arbitraires. 


20 ab'— ba =; 
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Z aay Pr : 5 iy. e 
supposons ao. On pourra alors écrire le système (A) sous la form 


du NS b ov 


dæ a a Ox 
(D) | du ni b! dv 
oy = al à ay” 


qui est canonique et completement intégrable. On voit que, dans ce 
cas, on peut prendre arbitrairement la fonction p. Le système le plus 
général d’intégrales dépend d’une fonction arbitraire de deux variables 
et d’une constante arbitraire. On voit sans difficulté que, dans ce cas, 
l'intégrale générale est 


tés : b 
ei VE diner 

Dates UE ae Jes 

g= (25%), 
où Ÿ désigne une fonction arbitraire et C une constante arbitraire. 

Remarque I. — Dans l'exemple précédent, lorsque ab’ — ba’ = 0, on 

ne peut pas trouver un changement de variables tel que les nouvelles 
i ‘ : Le TEA he) gt caer. 
equations soient resolubles par rapport à pe Rae wn 


Ceci nous prouve que le théorème de M" de Kowalewski ne démontre 
pas l’existence des intégrales dans éous les cas où, dans le système à 
intégrer, le nombre des équations est égal au nombre des fonctions 
inconnues. Dans son Mémoire (Journal de Crelle, t. 80, p. 25) M™ de 
Kowalewski suppose que cette transformation soit possible en faisant, 
d’ailleurs, remarquer qu’elle ne peut assurer que cela soit toujours 
possible ('). 


Remarque 11. — I semble que, dans le cas de ab’— ba =o, on 
ES : , Ou. av * 1: 
pourrait résoudre le système (A) par rapport à 5, et et considérer 


x comme principale pour u, et y comme principale pour ¢, et qu’on 
pourrait démontrer la convergence des développements calculés pour 
u et # en prenant, arbitrairement, les valeurs initiales des dérivées 


(1) Mm? de Kowalewski dit : « So bleibt, allerdings, noch zu untersuchen ob ein 
Gleichungssystem, von nicht normaler form, stets... auf ein normales zurückgeführt 
werden kénne, worauf ich hier nicht eingehen kann ». 


i 


» 


= hee 


. 


ey uen, 


il 


FN LUN — bse Se atte | 


br 4 Put, Ads. 


Testa ke 


i 


\ 
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paramétriques. On aurait alors un système d’intégrales général dépen- 
dant de deux fonctions arbitraires d’une variable. Il n’en est rien, 
car il est aisé de se rendre compte que les dérivées simplement prin- 


cipales ne seraient pas bien déterminées. Si l'on cherche à calculer 
du dv Te : : 
aay t yan? 01 constate que les deux équations qui les fournissent 


. d'u 020 
dx oy oxoy” 
F # Oru , dv 5 


0x dy “ Ox dy — 


sont identiques, en vertu de la condition ab’ — ba’ =o. L’une de ces 
deux dérivées secondes serait done indéterminée. Ceci nous montre, 
une fois de plus, l’intérét qu’il y a à ne considérer que des systèmes 
canoniques pour lesquels ceci est impossible. 


TROISIÈME PARTIE. 


18. Tutortme IX. — L'intégration d’un système quelconque d’équa- 
tions aux dérivées partielles simultanées, entre p fonctions z,, 2, ...,2, 
et n variables indépendantes x,, æ,, ..., æ,, peut étre ramenée à l'intée- 
gration d'un système linéaire d'équations aux dérivées partielles sumulta- 
nées du premier ordre. 


Désignons respectivement par s,, s,, ..., s, les ordres des dérivées 
de l’ordre le plus élevé des fonctions z,, 3,, ..., z,, qui figurent dans 
les équations du système proposé (A). Introduisons comme nouvelles 
fonctions inconnues toutes les dérivées des fonctions z,, z,, ..., =, jus- 
qu’à l’ordre s, inclusivement, pour z,,$, pour z,,...,s,pour z,, et 


1 eels ® ny 


; . fee NT 
remplaçons, dans les équations, er PAU Pere Nous au 


rons ainsi des relations 


D, —0; Pa — 0, …. Pq— 0 
Ann. de l'Éc. Normale. 3° Série. Tome VIII. 


un 
Ne 
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entre les quantités = et p. Écrivons, d’abord, les équations suivantes 


03; à Z : : : 
(1) RER sty = == P,4 i555 0.1 es ey 


qui expriment que les quantités p sont les dérivées des fonctions zs.” 


Cela étant, dérivons chacune des relations 9,= 0 par rapport à æ,, 
ds, ..., La, et écrivons celles de ces équations qui sont algébrique- 
ment distinctes entre elles et distinctes des équations (1) et (2). Nous 
obtiendrons ainsi un système 


(3) t= 0; 2, == 0, STE dy 0 


d'équations linéaires aux dérivées partielles du premier ordre entre 
les fonctions z et p et les variables æ,. Je dis que, si l’on sait intégrer 
le système linéaire du premier ordre (B), formé par les équations (1), 
(2)et(3), on saura intégrer le système proposé (A). Soit, en effet, 
Zi, Z),..., = un Système d’intégrales du système (A). On aura, évi- 
demment, un système d’intégrales du système (B) [(1), (2), (3)], en 


prenant 
dti +h, 


ay 


Bye hig et pe = . 
i Ai Oy, hey sve 6 : : 
Oe (OEE et + eUés 


teme (B). Puisque ces fonctions vérifient les équations (1) et (2), on 
aura 

= d'itast- +8, 7. 
(4) ds ree? on — I . 


0x Ay%... Ax%n 


Désignons par ®,, ®,, ..., ®, les fonctions de æ,, x, ...,æ, qu’on 
obtient en remplacant dans Dis Par +++» Oy les fonctions 3; CL ae ae 
respectivement par Z; et P,,,,.4, puisque les équations (3) sont véri- 
fiées, les dérivées de ces g fonctions par rapport à æ,, æ,, ...,æ, se- 
ront nulles : ces fonctions sont donc constantes. Si donc on choisit les 
valeurs initiales des intégrales du système (B) de façon que, pour ces 
valeurs initiales, les fonctions ©,, o,, ..., 9, Soient nulles, les fonc- 
tions ®,, ®,, ..., ®, seront identiquement nulles et exprimeront, par 
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suite, à cause des relations (4), que Z,, Z,,..., Z, sont des intégrales 
du système (A). 

On en conclut qu’on obtiendra doutes les intégrales du système (A) 


en déterminant toutes les intégrales du système (B), dont les valeurs 
initiales vérifient les relations Die 6, 


Remarque I. — On peut, d’une infinité de manières, ramener ainsi 
l'intégration d’un système (A) à celle d’un système linéaire du premier 
ordre. Car on peut former une infinité de systèmes équivalents au sys- 
tème (A), en adjoignant à ce système un certain nombre des équations 
qu'on peut déduire des équations de ce système en les dérivant par 
rapport à æ,, æ,,...,æx,. À chacun de ces systèmes correspond un sys- 
tème linéaire du premier ordre. 


Remarque I. — Le système linéaire (B) n'est pas équivalent au 
système (A); il est plus général que le système (A). Dans la pratique, 
on pourra fréquemment trouver un système linéaire équivalent au sys- 
teme (A). Ainsi, par exemple, considérons l'équation suivante : 


Re 09 
Prenons comme nouvelle fonction inconnue u, ae et nous aurons le 


système canonique suivant, équivalent à l’équation proposée 


0p _ 

dy = il, 

cee 
dys dx: 


19. Considérons, maintenant, un système quelconque (A) d’équa- 
tions aux dérivées partielles simultanées. Si l’intégrale générale de 
ce système dépend d’un nombre fini de constantes arbitraires (ce que 
nous savons reconnaître), nous serons renseignés par les conclusions 
de la première Partie. 

S’il n’en est pas ainsi, nous ramènerons l'intégration de ce système 
à celle d’un système linéaire du premier ordre. Si l’un des systèmes 
linéaires auxquels on ramène l'intégration du système (A) est comple- 
tement intégrable, ou peut être rendu complètement intégrable par une 
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transformation convenablement choisie, nous connaitrons encore le 
système le plus général d’intégrales, mais, si aucun de ces systemes 
n’est complètement intégrable, nous ne pouvons plus préciser le degré 
de généralité du système d’intégrales le plus général; on pourra cepen- 
dant montrer la convergence des développements calculés pour des 
intégrales. 


20. Soit en effet 7 


, du; 
(9) jae 


un système canonique linéaire d’équations aux dérivées partielles du 
premier ordre, non complètement intégrable, mais dont le système le 
plus général d’intégrales dépend d’un nombre infini de constantes ar- 
bitraires. Adjoignons à ce système toutes les équations en nombre 
infini que l’on peut former en dérivant les équations de ce système un 
nombre quelconque de fois par rapport à certaines des variables æ,, 
Lo, ..., &,. Nous formerons ainsi un système (S) d'équations, en 
nombre infini (vor théorème V de la premiere Partie), qui permettront 
d'exprimer certaines dérivées, que nous appellerons dérivées de la 
première catégorie en fonction des autres, appelées dérivées de la se- 
conde catégorie. Le système (6) étant canonique, on pourra faire cette 
résolution de telle façon que toutes les dérivées de la seconde catégorie 
soient paramétriques, et que toutes les dérivées principales appar- 
tiennent à la première catégorie. D'ailleurs, comme le système (5) 
n’est pas complètement intégrable, un certain nombre de dérivées para- 
métriques appartiendront à la première catégorie et seront ainsi 
exprimées en fonction des autres. 

Désignons par (E) l’ensemble de ces relations entre les dérivées 
paramétriques. 

Reprenons, maintenant, la démonstration du théorème VII. 

Au lieu de prendre arbitrairement les fonctions Pas Pa ee Om,» NOUS 
les choisirons de telle façon que, tout en restant holomorphes, leurs 
valeurs initiales et celles de leurs dérivées, c’est-à-dire les coefficients 
de leurs développements, vérifient les relations (E). En d’autres termes, 
nous prendrons arbitrairement toutes les valeurs initiales des dérivées 


=z 
; 
| 


oe doi, 
| 


nm » 4 


i PE 


Un, 
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de la seconde catégorie, dont le nombre est infini, et nous prendrons 
pour les valeurs initiales des dérivées paramétriques, appartenant à la 
première catégorie, les valeurs fournies par les relations (E). Avec ces 
conditions, les valeurs initiales des dérivées principales seront bien 
déterminées et fournies par le système (S). On voit alors, comme pré- 
cédemment, que, s’il existe un système dont les dérivées de la seconde 
catégorie ont des valeurs initiales données, il en existe un seul; que, si 
les développements calculés pour les intégrales sont convergents, ils 
vérifieront les équations du système (S), ct enfin que les développe- 
ments sont convergents, car la démonstration de la convergence (théo- 
reme VIT) ne s’appuie que sur le seul fait que le système proposé est 
canonique. 

Nous en concluons done que, dans tous les cas, les développements 
calculés pour les intégrales d’un système linéaire canonique du premier 
ordre, où l’on prend arbitrairement les valeurs initiales des dérivées de 
la seconde catégorie, sont convergents. Par conséquent, étant donné 
un système quelconque d'équations aux dérivées partielles simultanées, 
les développements calculés pour les intégrales au moyen des équations 
de ce système sont toujours, en choisissant convenablement celles des 
dérivées dont on prend arbitrairement les valeurs initiales, convergents. | 


21. Considérons, par exemple, l'équation 


O10 Le OF 
(A) oy? — dx 


Nous avons vu qu’elle est équivalente au système 


Les 
| Oy oe 
US ee d9 
EE an? 


qui est canonique et complètement intégrable. Ge système (B) admet 
comme système d’intégrales le plus général un système d’intégrales © 
et u qui, pour y = yo, se réduisent respectivement à deux fonctions 
données à l’avance de la variable æ, ®(x), U(x). 

L'intégrale générale de l’équation (A) est done une fonction telle 
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que, pour y = Yo; 9 eta se réduisent respectivement à deux fonctions 


données à l'avance, PA et U(x 


. IL ne nous est pas permis d'affirmer 
autre chose. Ainsi, nous ne say pas s’il existe, par exemple, une 
intégrale de cette équation, q =o, se réduit à une fonction 
donnée à l'avance de ys M™ de Kowalewski, à qui nous empruntons 
cet exemple, a effectivement montré que tetes (A) n’admet pas 


pak 


Il pourrait arriver qu'à un même eos (A) correspondent plu- 
sieurs systèmes linéaires complètement intégrables; à chacun de ces 
systèmes correspondra une forme du système général d’intégrales, 
mais toutes les formes ne seront évidemment pas distincts. 

Ainsi l’équation (A) est aussi équivalente au système canonique 
complètement intégrable suivant 


d’intégrale qui, pour æ = o, se réduise à - 


: Ci are do 
Ger de? 
ov Ou 
(C) D = 
RE: 
dy Ox’ 


€ spond la forme suivante de l'intégrale générale de (A) 


égrale ¢ esttelle que, pour x =a, y = y,, 9 prenne une valeur 
A cage ety pour , v= Yo: of et a se réduisent respectivement a deux 
fonctions da l'avance de x, vy (a) et U(x). Cette forme ne doit 


évide: et pis our d'autres intégrales que celles qui sont fournies 
pa | | 


22. Application (*). — Considérons le système d'équations aux déri- 


(1) Sopnie DE KowAtewskt (loc. cit.). Voir aussi, au sujet de cet exemple, G. DarBoux, 
Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. CVI, p. 651. 

(2) Voir au sujet de cette application : P. Aponta, Sur les séries hypergéometriques de 
deux variables et sur des équations différentielles linéaires aux dérivées partielles 
(Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. XC, p- 296). 
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vées partielles simultanées suivant 


072 2 0? 5 a, 9 + Oz Fa 
DE a oh ees a,2, 
(A) ee 0 edn oy 
072 O72 Oz Ig 


entre la fonction = et les variables x et y, et où les a et b désignent des 
fonctions des seules variables æ et y. 
Dérivons ces équations par rapport à x et y. Nous aurons 


des d’z da, O74 

a a oy = (Ge iS hy, Ouch Gy agar ee 85 

À. dz = (2 +. cab); ds 
(B) dr "da dy? dy PEO epee 

Os 4 ds =e RAS | ) ue, 

dx ay” Ox? Oy Sdn ON, 0% OY 

oz 033 ab Oe 

ay? b, os al à: t ba bb) sense Dore 


1° Si (a,b, — 1) est différent de o, on pourra résoudre les quatre 
Og O's Oa 0° s 
équations (B) par rapport à ; 

5 =o PI dz? dx dy’ dx dy dy 
rale du système (A) dépendra d’un nombre jini de constantes arbi- 
traires dont le nombre sera, au plus, égal à 4. Car, à cause des équa- 
tions (A), on pourra, au plus, prendre arbitrairement les valeurs 

en Os 02 
initiales de z et 
"On Oy Ou OY 
2° Si a,b, —1= 0 identiquement, cette résolution ne sera plus 
possible; on pourra éliminer les dérivées du troisième ordre entre la 


seconde et la troisième des équations (B), et l’on obtiendra l'équation 


» et l'intégrale géné- 


ge ab , 
(C) = (Se + y+ ag by + a + Bratt baa) + 


ae ee ; P 
a. Si le coefficient de = a est différent de o, on pourra résoudre 


Liga 


0°3 
l’équation (C) par rapport à = A et, par suite, exprimer toutes les 


valeurs des dérivées secondes en fonction de z et des dérivées pre- 
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mières. Le système admettra alors, comme système le plus général 
d’intégrales, un système dépendant, au plus, de trois constantes arbi- 
traires; car on pourra prendre arbitrairement, au plus, les valeurs 


Mes Oz 
initiales de z, a eee 


2» 

b. Si le coefficient de 7 est identiquement nul dans l'équa- 
Ox dy 

tion (C) et que cette équation ne soit pas vérifiée SPRL TRUE elle 


= 


fournit une relation linéaire entre s, p= > et g= - Si les coef- 


ficients de p et g sont aussi nuls, c’est que “A systeme (A) admet la 
seule intégrale évidente = = 0. 

Si l’un des coefficients de p ou de g est différent de o, celui de g par 
exemple, on pourra tirer de (C) la valeur de g en fonction de p et de z, 


g=ap +63, 
et l’on pourra écrire les équations (A) sous la forme 


0 0 
se = + @p + a;ap + (a,8 + a,)3, 


dy 
8 _ 
Oy 


Op Ou 
Ota See Pa ea ee LE 


v 


(A’) 


= bi à - (6, + b3a)p + (636 + b,)s, 


Oz 


Os rf ee ‘ 
\ 0x P? GE AREAS: 


Si a — b, est différent de o, on pourra résoudre les équations (A’) 


0s Us Op Op : 
ar rapport a ze -, et l’intécrale cénér: , : 
P PP da dr da dpt Al l'intégrale générale dépendra, au 


plus, de deux constantes arbitraires. 

Si « —b,— 0, sans que les coefficients de = et p soient identique- 
ment nuls ioe la seconde équation (A’), le système admettra soit la 
seule intégrale s =o, soit une intégrale dépendant d’une constante 
arbitraire. 


à : — Op 
Enfin, si les coefficients de ee pets, dans la seconde équation (A’), 


\A 
ë 
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sont identiquement nuls, le système (A’) se réduira au système com- 
plètement intégrable 


Oz 
ox? 
5 xp Bz, 
0 0 
é je =U gy (Gt aa) P+ (af + a) 5, 


et le systeme (A) aura une intégrale générale dépendant d’une con- 
stante arbitraire et d’une Dos Em de y. 

èz Oz OZ 
> dy Oy’ Ox 
tion (C), soient identiquement nuls. On aura alors, à la fois, les cing 
conditions suivantes : 


3° Supposons que les coefficients de et z, dans l’équa- 


| a,b,—1=0, 


me + A,+ a30,44 a! + brat + ba, 

(D) Tet taba ta Te tte t mb 0, ; 
DE baby t+ 5? + ma bi 0 
= Ga Oy 4 ee + a,a,b,= 0, 


Remarquons immédiatement que ces conditions ne sont pas incom- 
PAIE En effet, si, dans les quatre dernières équations, on remplace 


b, par =, on obtient quatre équations aux dérivées partielles du pre- 
da, Od, da; Oa 

mier ts résolubles par rapport à ay? ay By —, qui, en vertu du 

théorème de Me de Kowalewski, ou encore en Sut de ce qui pré- 

cede, admettront un systeme d’intégrales, quels que soient b,, b,, b,, 

dépendant de quatre fonctions Mbivriftes- de y. 


Supposons donc les relations QU oe prenons comme nou- 


velles fonctions inconnues == a = =P et? — — q. Lesystème (A) sera équi- 


el ) 
Ann. de l'Éc. Normale, 3° Série. Tome VIII. S.8 


ECS 


S.58 à C. BOURLET. 


valent au système canonique suivant = 


de De Dee 
oy of dæ Poe 
. 0 0 0 
ty = de’ a, Sh + ap +439 + a3, 
0 0 
Fy = Dig FOP + bg + bis, 


qui, à cause des relations (D), est complètement intégrable. L’inté- 
grale générale du système (A) dépendra donc, dans ce cas, de deux 
constantes arbitraires et d’une fonction arbitraire de y. D’une manière 


plus précise, on pourra trouver une intégrale z du système (A) telle 


que, pour © = Lo, y= Jp, 2 et 7 se réduisent respectivement à deux 


, Oz tah svete 
constantes données z, et p, et que, pour y = yo, dy se réduise à une. 
fonction arbitraire donnée de a. 
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Dans l’Zrtroduction de ce travail J'ai indiqué, très sommairement, 
les travaux qui ont été faits sur l'existence des intégrales des systèmes 
d'équations aux dérivées partielles. Je vais, dans cette Note, indiquer, 
à grands traits, la marche suivie par les auteurs qui m’ont précédé. 
Cauchy est le premier qui s’occupa de l'existence des intégrales dans 
les équations différentielles et aux dérivées partielles ou qui, du 
moins, donna une démonstration rigoureuse de cette existence en pré- 

-cisant ce qu'il fallait entendre par intégrale générale. 

Il donna, d’abord, dans ses leçons à l’École Polytechnique et dans 
un Mémoire lithographié de 1835, deux démonstrations pour l'existence 
des intégrales générales dans les équations différentielles. 

La première méthode de démonstration qu'il emploie, dite des qua- 
dratures, est, pour ainsi dire, une méthode d’approximations succes- 
sives et repose sur le principe suivant : soient 


+ dy oy | 
= f(2, 7) 


une équation différentielle ; L une ligne qui joint, dans le plan, les 
points æ, et X. Marquons sur la ligne L des points intermédiaires æ,, 
Los -.., Lp. Pour trouver l'intégrale qui, pour æ = x,, se réduit à yo, 
déterminons une suite de valeurs y,,y,, +++» y,» Y’ par les relations 


t 


J'1 — Yo=f (0 Yo) (Zi — Lo), 
Vie Je (ris We) (Levi — Lx) 
y= 7 ma (Lam Ce) (X =x Ln). 
Y’ sera une valeur approchée de la valeur de l’intégrale cherchée, pour 


x =X, et quand on augmente indéfiniment le moindre des points 
intermédiaires, de façon que la distance de deux points consécutifs 


th 


= 
28 
L : 


~ gnait les variables indépendantes par +, y, 3 ions i 
gnait les variables indépendantes par x, y, ,..., ¢, les fonctions inconnues par BD, Wy, . 
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tende vers zéro, Y’ tend vers une limite Y qui est l'intégrale de- 
mandée. 

Cette méthode a été reprise et exposée didactiquement, en 1837, 
par Coriolis ('), puis, plus tard, par M. Lipschitz, en 1868 (?), mais, 
jusqu'ici, elle n’avait pas paru susceptible d’une généralisation pour 
les équations aux dérivées partielles. 

Tout récemment, M. E. Picard (*), dans plusieurs Mémoires remar- 
quables, a montré qu’elle pouvait être d’une application très féconde 
aux équations aux dérivées partielles du second ordre linéaires. 

La seconde méthode de Cauchy repose essentiellemeut sur un arti- 
fice imaginé par Cauchy lui-même, et qu'il a nommé Calcul des 
limites (*). En 1842, Cauchy (5) montra comment l'application de 
cette méthode aux équations aux dérivées partielles prouve l'existence 
des intégrales dans ces équations, et, depuis, tous les auteurs qui se 
sont occupés de cette question ont suivi cette méthode. C'est d’ailleurs 
aussi celle que j'ai suivie dans le présent travail. | 

Voici, brièvement, une analyse des beaux Mémoires, malheureuse- 
ment trop peu connus, de Cauchy (°). Soit /(æ,,æ,,...,æ,) une fone- 


(1) Corto “% ur le degré d’approximation qu'on obtient pour les valeurs numériques 
d'une variable qui satisfait à une équation différentielle, en employant pour calculer ces 
valeurs diverses équations aux différences plus ou moins approchées (Journal de Liou- 
PILE MAIL Ip 2901037) 

(2) Lipscuirz, Sur la possibilité d'intégrer complètement un système donné d'équations 
différentielles ( Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques, t. X, p. 149; 1876, 
et Annali di Matematica, 2° série, t. Il, p. 228). 
- (3) E. Picarn, Comptes rendus de l’Académie des Sciences, 1. CX, p. 61; Journal de 
Mathématiques pures et appliquées, 4° série, t. VI, p. 145; 1890; Journal de l’École Po- 
lytechnique, Cahier LX; 1890. 

() Yow, pour l'application de cette méthode aux équations différentielles : WEïER- 


_ srrass, Ueber die Theorie der analytischen Facultäten (Journal de Crelle, t. M, p. 43): 
: » P- 4 ) 


_Bmior et BouQu ET, Théorie des fonctions doublement périodiques, p. 49. 

€ (5) Caucuy, Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. XIV, p- 1020; t. XV, p. 44, 
85 et.131; t. XVI, p. 572. 

- (5) Dans cette analyse, pour ne pas fatiguer le lecteur, je n’ai pas conservé les nota- 
tions de Cauchy, et j'ai pris celles dont je me suis servi dans mon travail. Cauchy dési- 
et il résolvait toujours les équations par rapport aux dérivées, par rapport à la variable t 
qu'il appelait le temps. 
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0 0 2 
æ,...., ©, dans des domaines de rayons Pas Pos +++, Pn3 ON à, d’après 
le calcul des limites, 


darts, F(a, En, en et) M 


a ne a <N 2 
CL OL. Ox (p= art no Ne 


où l’on a posé 
Ne ha Gel), 


et où M désigne le module de la plus grande valeur que peut acquérir 
J(&,,..., £,) quand les variables varient dans leurs domaines respec- 


tifs de régularité. Cauchy en conclut d’abord que, si l'on considère la 
fonction 


on aura 


QE r+ +h, u 7 


(C) == N 


Or OR. Oar re wy a) 


et, par suite, que, si dans le second membre de la formule (C) on 
remplace wu par M etx,, æ,,...,æ, respectivement par — p,, —p,,..., 
— Pn, on retrouve la limite supérieure de 


(ip dr tn ls LEE De) 
One C0 


[ Ceci, au fond, revient à déterminer une fonction majoranie pour 
Aa, 2,2.) (vow Il? Partie, théorème VIIT y] 

La marche générale de la démonstration est alors tracée immédiate- 
ment. D'abord, tout système d'équations aux dérivées partielles peut, 
en introduisant de nouvelles fonctions, se ramener à un système d’é- 
quations linéaires et du premier ordre. Cauchy ne considère alors que 
des systèmes linéaires où le nombre des équations est égal au nombre 
des fonctions inconnues et qui sont résolus par rapport aux dérivées des 
fonctions inconnues par rapport à une méme variable æ, ('). Pour 


(1) Dans ses Mémoires, Cauchy ne paraît pas considérer qu'il y ait lieu de s’occuper 
d’autres systèmes que de ceux-ci; il regarde les équations aux dérivées partielles comme 
provenant de la Physique mathématique, et alors la solution doit être déterminée si l’on 
se donne les conditions initiales à l’origine du temps. 
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prouver qu'il existe des intégrales w,,.-., Um qui, pour a, ols 
réduisent à des fonctions données ®,,. :, Om de®, ..., Xp, il remarque 
d’abord qu’en remplaçant u,,..., Uns respectivement, par Wy Pry eees 
Um + 9m» tout revient à montrer qu'il existe des intégrales qui se ré- 
duisent à des constantes données pour &, = x. 

A cet effet, il montre que les coefficients des développements des in- 
tégrales sont fournies par les équations elles-mêmes, jointes aux con- 
ditions initiales. Il ne reste done qu'à montrer la convergence des 
développements ainsi caleulés qui, alors, vérifieront évidemment les 
équations. Cauchy fait, d’abord, la démonstration pour une seule 
équation linéaire du premier ordre : il remplace les coefficients de 
cette équation par des fonctions majorantes et obtient une nouvelle 
équation auxiliaire qui admet une intégrale holomorphe qu'il caleule 
par la méthode des caractéristiques dont il est l’auteur. Cette intégrale 
ayant des coefficients positifs et supérieurs aux modules des coeffi- 
cients correspondants des développements précédents, il en conclut 
que les développements sont convergents. 

La marche est ensuite la même pour un système de m équations 
contenant m fonctions inconnues. Il forme un système d’équations 
auxiliaires, respectivement majorantes pour les équations du système 
proposé, et ramène la recherche des intégrales de ce système à celle 
de l'intégrale d’une seule équation, analogue à l'équation auxiliaire 
précédente. 

On voit, d'après cette courte analyse, que la question avait été déjà 


- très avancée par Cauchy. En réalité, les Mémoires de M. Darboux et 


de Mm de Kowalewski n’ont ajouté que peu de chose aux résultats 
de Cauchy. Ces deux géomètres ont eu, surtout, le grand mérite de 
préciser ces résultats et de simplifier les démonstrations. 

La démonstration qu’a donnée M. Darboux, sans connaitre celle de 
Cauchy, est assez voisine de cette dernière, quoiqu’elle ne nécessite 
pas le passage aux équations linéaires, parce que M. Darboux a em- 
ployé à peu près la même fonction majorante que Cauchy. 

M™° de Kowalewski ramène, de même que l’illustre géomètre, l’in- 
tégration d'un système quelconque à celle d’un système linéaire, mais 
elle a considérablement simplifié la démonstration, en remplaçant la 
fonction majorante de Cauchy par une fonction plus simple, indiquée 
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par M. Weierstrass ('). La fonction 


Li+ Lit... + L2,—2>—ax{—...—2 


est, emefiet; majorantée pour / (x, Ze, ...,%) au pointe’, a, ..., 2°, 
e désignant la plus petite des quantités p,, 9,, ..., On. 

Je ne parlerai plus du Mémoire récent de MM. Méray et Riquier, 
car J'ai eu maintes fois l’occasion de le citer dans le cours de ce 
travail. 


(1) Voir, au sujet de ces fonctions majorantes, le début du beau Mémoire de M. H. Poin- 
caré Sur le problème des trois corps, publié dans les Acta mathematica, t. XIII. 
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